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Àííîòàöèÿ
Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó

àáåëåâûìè è íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè ÷åòíîñòè. Àáåëåâû ãðóïïû
÷åòíîñòè ôîðìèðóþòñÿ êàê ÿäðà ãîìîìîðôèçìîâ ÷åòíîñòè â ãðóï-
ïå Zn à íåàáåëåâû ãðóïïû ÷åòíîñòè ôîðìèðóþòñÿ êàê ÿäðà ãîìî-
ìîðôèçìîâ ÷åòíîñòè â ãðóïïå S2 o Sn. Ôàêòîðèçàöèåé öåëî÷èñëåí-
íîé ðåøåòêè ñ ïîìîùüþ àáåëåâûõ ãðóïï ÷åòíîñòè ìû ïîëó÷àåì
ôàêòîð-ðåøåòêè, êîòîðûå ôîðìèðóþò êàðêàñ (1-ìåðíûé êëåòî÷-
íûé êîìïëåêñ) ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð. Ïîêàçàíî, ÷òî èçîìîðôèçìû
ýòèõ ôàêòîð-ðåøåòîê, îáðàçóþò ñîîòâåòñòâóþùèå íåàáåëåâû ãðóï-
ïû ÷åòíîñòè.

1 Ãðóïïà S2 o Sn è ãîìîìîðôèçìû ÷åòíîñòè
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå äî
ãðóïïû Pn = S2 o Sn, êîòîðóþ ëåãêî ïðåäñòàâèòü ãðóïïîé òàêèõ ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn → Rn : (x1, . . . , xn) → (x′1, . . . , x

′
n) : x′i = ±xj,

â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ êîîðäèíàò áèåêòèâíî, èëè
ãðóïïîé êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n, èìåþùèõ â êàæäîì ñòîëáöå è â
êàæäîé ñòðîêå ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó ðàâíîìó 1 èëè −1.

Îäíàêî ìàëîèçâåñòíî, ÷òî íà ãðóïïå Pn ìîæíî çàäàòü òðè òèïà ôóíê-
öèé ÷åòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ S2 o Sn =

∏n S2 h Sn, ãäå
ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà ãðóïïå

∏n S2 ïîäñòàíîâêàìè êîìïîíåíò ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó âñÿêèé ýëåìåíò z ∈ S2 oSn ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðî-
èçâåäåíèå z = xy, ãäå x ∈ Sn è y = (y1, . . . , yn) ∈

∏n S2, à ñîïðÿæåííûé
åìó ýëåìåíò z∗ ∈ S2 o Sn ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå z∗ = yx. Òîãäà
ìîæíî äàòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîñòè ýëåìåíòà z è ñîïðÿæåííî-
ãî åìó ýëåìåíòà z∗.
1.1 Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ÷åòíîñòè ïåðâîãî òèïà íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ sgn z = sgn z∗ = sgn x
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1.2 Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ÷åòíîñòè âòîðîãî òèïà íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ sgn z = sgn z∗ = sgn y = sgn y1 ∗ · · · ∗ sgn yn

1.3 Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé ÷åòíîñòè òðåòüåãî òèïà íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ sgn z = sgn z∗ = sgn x ∗ sgn y

Âñå ýòè ôóíêöèè ãîìîìîðôíî îòîáðàæàþòñÿ â ãðóïïó {±1}. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü äàíî ðàçëîæåíèå x = x′x′′ è y = y′y′′. Òîãäà, åñëè sgn xy =
sgn x, òî sgn x′y′ ∗ sgn x′′y′′ = sgn x′ ∗ sgn x′′ = sgn x′x′′ = sgn x = sgn xy, åñ-
ëè sgn xy = sgn y, òî sgn x′y′∗sgn x′′y′′ = sgn y′∗sgn y′′ = sgn y′y′′ = sgn y =
sgn xy, åñëè sgn xy = sgn x ∗ sgn y, òî sgn x′y′ ∗ sgn x′′y′′ = sgn x′ ∗ sgn y′ ∗
sgn x′′ ∗ sgn y′′ = sgn x′ ∗ sgn x′′ ∗ sgn y′ ∗ sgn y′′ = sgn x∗ sgn y = sgn xy, ÷åì è
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íàøè ôóíêöèè ÷åòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìà-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçìû ÷åòíîñòè âûäåëÿþò â ãðóïïå Pn òðè
ïîäãðóïïû: APn, BPn, CPn, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ êàê ÿäðà ôóíêöèé
÷åòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà.

Èññëåäóåì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ýòèõ ãðóïï. Ïðåæäå âñå-
ãî íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Pn èçîìîðôíà ãðóïïå Zn

2 hSn, ãäå Zn
2 ýòî ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå n êîìïîíåíò äâóõýëåìåíòíîãî ïîëÿ Z2, è çàìåòèì, ÷òî ãî-
ìîìîðôèçì ÷åòíîñòè ãðóïïû Zn

2 , ðàâíûé ñóììå ïî ìîäóëþ 2 âñåõ n êîì-
ïîíåíò åå ýëåìåíòà, âûäåëÿåò â íåé ïîäãðóïïó AZn

2 , ñîñòîÿùóþ èç ýëå-
ìåíòîâ, â êîòîðûõ 1 âñòðå÷àåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðàç èëè âîâñå íå âñòðå÷àåò-
ñÿ. Ïîñêîëüêó âñÿêèé ýëåìåíò ãðóïïû AZn

2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó, êàæ-
äîå ñëàãàåìîå êîòîðîé ñîñòîèò èç ïàð åäèíèö è îñòàëüíûõ íóëåé, òî ãðóï-
ïà AZn

2 ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè, èçîìîðôíûìè AZ2
2. Òîãäà èç

îïðåäåëåíèÿ ãðóïï APn, BPn ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà APn èçîìîðôíà ãðóïïå
Zn

2 h An, ãäå An ýòî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà, à ãðóïïà BPn èçîìîðôíà
ãðóïïå AZn

2 h Sn. Ïîñêîëüêó çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ öè-
êëàìè äëèíû 3, òî ãðóïïà APn ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè òðåòüåé
ñòåïåíè AP3. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñêîëüêó Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿ-
ìè à ãðóïïà AZn

2 ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè äâóõêîìïîíåíòíûìè ïîäãðóïïàìè,
òî ãðóïïà BPn ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè âòîðîé ñòåïåíè BP2.
Âûïèøåì çäåñü ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå è ìàòðè÷íûé îáðàç ãðóïïû BP2:
{(x1, x2) 7→ (x1, x2), (x1, x2) 7→ (x2, x1), (x1, x2) 7→ (−x1,−x2), (x1, x2) 7→

(−x2,−x1)},
{(

1 0
0 1

)

,
(

0 1
1 0

)

,
(

−1 0
0 −1

)

,
(

0 −1
−1 0

)}

. Ýëå-
ìåíòàì ýòîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþò îòðàæåíèÿ ïëîñêîñòè (x1, x2)
îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé x2 = x1 è x2 = −x1. Âûïèøåì
òàêæå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå è ìàòðè÷íûé îáðàç ãðóïïû CP2:
{(x1, x2) 7→ (x1, x2), (x1, x2) 7→ (x2,−x1), (x1, x2) 7→ (−x1,−x2), (x1, x2) 7→

(−x2, x1)},
{(

1 0
0 1

)

,
(

0 1
−1 0

)

,
(

−1 0
0 −1

)

,
(

0 −1
1 0

)}

. Ýëåìåí-
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òàì ýòîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþò ïîâîðîòû åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íà óãîë
êðàòíûé π/2. Ãðóïïà CPn òàêæå ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ïîäãðóïïàìè, èçî-
ìîðôíûìè CP2. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû
CPn è, óìíîæàÿ åãî íà ýëåìåíòû ãðóïïû, ïðåîáðàçóþùèå òîëüêî ïàðó
êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó÷èì ñíà÷àëà òîæäåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå â êîìïîíåíòå Sn à çàòåì è â êîìïîíåíòå S2 ñïëåòåííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî âîçìîæíî â ñèëó ñâîéñòâà ãðóïï Sn è AZn

2 . Òîãäà,
ïðîèçâåäåíèå îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëîæåíèÿ áóäåò ðàâíî èñõîäíîìó
ýëåìåíòó CPn, à ñëåäîâàòåëüíî âñÿêèé ýëåìåíò ãðóïïû CPn ìîæíî ðàç-
ëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ãðóïï, èçîìîðôíûõ CP2.

Ïóñòü òåïåðü äàíî òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà I = {1, . . . , n} íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà I1, . . . , Im, ÷òî ìîùíîñòè ïîäìíîæåñòâ
Ii ðàâíû ni, ïðè÷åì n1 + · · · + nm = n. Òîãäà âñÿêîìó ðàçáèåíèþ
J = {I1, . . . , Im} ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðóïïó, îáðàçîâàííóþ âíåøíèì ïî-
ëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

JPn = CPn1 × · · · × CPnm h BPm, (1.1)

ãäå ãðóïïà BPm äåéñòâóåò íà ãðóïïå
∏m CPni ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîä-

ñòàíîâêàìè êîìïîíåíò ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàçîâåì ýòó ãðóïïó êî-
íå÷íîé íåàáåëåâîé ãðóïïîé ÷åòíîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå ãðóïïà JPn íå èìååò ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, íî åå ýëåìåíòû
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöàìè (ïðåäñòàâëÿþùèìè ãðóïïó BPm),
íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè CPni , òàêæå èìåþùè-
ìè ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü òåïåðü çàäàí ìàòðè÷íûé îáðàç âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïï âòîðîé ñòåïåíè CP2, BP2. Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì C è B
ìàòðè÷íûå àëãåáðû, ïîðîæäàåìûå ìàòðèöàìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï,
à ïîñðåäñòâîì C∗, B∗ îáîçíà÷èì ãðóïïû îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ àëãåáð. Òîãäà íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà
÷åòíîñòè C∗ → R∗ : C∗ → det C∗ ðàâíî ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóï-
ïå SO(2), à ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ÷åòíîñòè B∗ → R∗ : B∗ → det B∗ ðàâíî
ñïåöèàëüíîé ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïå SO(1, 1). Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó C =

{(

x y
−y x

)}

, ãäå x, y ∈ R, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ det C∗ = x2+y2 = 1 êàê ðàç è âûäåëÿåò â ãðóïïå C∗ ïîäãðóïïó SO(2).
Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñêîëüêó B =

{(

x y
y x

)}

, ãäå x, y ∈ R, òî ìíîæåñòâî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ det B∗ = x2−y2 = 1 âûäåëÿåò â ãðóïïå B∗ ïîäãðóïïó
SO(1, 1). Ñ ïîìîùüþ áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ìû çàäà-
äèì èçîìîðôíóþ SO(2) ãðóïïó SOjk(2) = diag

[

1, . . . , SO(2)(jk), . . . , 1
]

n,
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êîòîðàÿ îáðàçîâàíà ìàòðèöàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ îò åäèíè÷íîé òîëüêî
òåì, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè ïàðû ñòðîê è ïàðû ñòîëáöîâ ñ èíäåêñàìè j, k
íàõîäèòñÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû SO(2). Àíàëîãè÷íî çàäàäèì èçî-
ìîðôíóþ SO(1, 1) ãðóïïó SOjk(1, 1) = diag

[

1, . . . , SO(1, 1)(jk), . . . , 1
]

n.
Òîãäà âñÿêîìó ðàçáèåíèþ J ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðóïïó

SO(n1, . . . , nm) = 〈SOjk(2), SOjk(1, 1)〉J , (1.2)

ïîðîæäàåìóþ ãåíåðàòîðàìè SOjk(2) è SOjk(1, 1) òàê, ÷òî ïàðà èíäåê-
ñîâ ïåðâîãî ãåíåðàòîðà ïðèíàäëåæèò ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó Ii, à
ïàðà èíäåêñîâ âòîðîãî ãåíåðàòîðà ïðèíàäëåæèò ïðîèçâîëüíîé ïàðå ïîä-
ìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íîå äëÿ îáðàçîâàíèÿ
ãðóïïû SO(n1, . . . , nm) ÷èñëî ãåíåðàòîðîâ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

p =
∑

m

ni(ni − 1)/2 + m(m− 1)/2, (1.3)

ïîñêîëüêó äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà ìåæäó äâóìÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàìè äîñòàòî÷íî òîëüêî îäíîãî ãåíåðàòîðà SOjk(1, 1) ñ ïðîèçâîëüíû-
ìè èíäåêñàìè j, k, âçÿòûìè èç äâóõ ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ Ii, à îñòàëüíûå
ãåíåðàòîðû SOjk(1, 1) (ñ äðóãèìè èíäåêñàìè) áóäóò ïðîèçâîäíûìè îò
âûáðàííîãî ãåíåðàòîðà è äèñêðåòíûõ âðàùåíèé âíóòðè êàæäîãî èç äâóõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â îòäåëüíîñòè. Òåì ñàìûì, ïîñêîëüêó ãðóïïà Ëè ïîðî-
æäàåòñÿ ñâîèìè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè, òî ìû ïîëó÷èëè
p-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè SO(n1, . . . , nm), êîòîðóþ íàçîâåì ãðóïïîé
÷åòíîñòè Ëè.

Èòàê, âçÿâ çà îñíîâó ãðóïïó S2 o Sn è çàäàâ íà íåé ãîìîìîðôèçìû
÷åòíîñòè, íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü íå òîëüêî êîíå÷íûå íî è íåïðåðûâíûå
ãðóïïû ÷åòíîñòè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ â òîì ÷èñëå è íåêîòîðûå êëàññè-
÷åñêèå ãðóïïû. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî äëÿ îáðàçîâàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ
ìàòðè÷íûõ ãðóïï Ëè ïîñðåäñòâîì ïîðîæäåíèÿ èõ ìàëîìåðíûìè ïîä-
ãðóïïàìè Ëè íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ åùå îäíîé ìàòðè÷íîé àëãå-
áðîé, à èìåííî, àëãåáðîé A =

{(

x 0
0 y

)}

, ãäå x, y ∈ R. Òîãäà, âñÿêàÿ
ïîäãðóïïà îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n,R) ïîðîæäàåòñÿ âñåâîçìîæ-
íûìè ìàëîìåðíûìè ãðóïïàìè Ëè, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû èç
ìàòðè÷íûõ àëãåáð M(2,R), A,B,C è ðàñøèðåíû ãðóïïîé ìîíîìèàëüíûõ
ïîäñòàíîâîê äâóõýëåìåíòíîãî áàçèñà. Íàïðèìåð, ìíîãîñâÿçíàÿ, à òî÷íåå
2nn!-êîìïîíåíòíàÿ, ãðóïïà Ëè, ñîñòîÿùàÿ èç n-ìàòðèö, â êàæäîé ñòðîêå
è êàæäîì ñòîëáöå êîòîðûõ ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó, ïîðîæäàåòñÿ
ãåíåðàòîðàìè, èçîìîðôíûìè îäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëè A+ =

{(

x 0
0 y

)}

,
ãäå x, y ∈ R+, è ãåíåðàòîðàìè, èçîìîðôíûìè êîíå÷íîé ãðóïïå S2 o S2.
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2 Ãðóïïà Zn è ãîìîìîðôèçìû ÷åòíîñòè
Çàäàäèì íà ãðóïïå Zn ôóíêöèþ ÷åòíîñòè Zn → Z2 : |x1+. . .+xn| mod 2,
çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî ñóììå ïî ìîäóëþ 2 âñåõ n êîìïîíåíòîâ åå ýëå-
ìåíòà. Òåì ñàìûì, ìû ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Zn â ãðóïïó Z2.
ßäðî ãîìîìîðôèçìà ÷åòíîñòè ìû îáîçíà÷èì AZn è íàçîâåì ãðóïïîé ÷åò-
íûõ ýëåìåíòîâ Zn. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ãðóïïà AZn ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ
Zn, â êîòîðûõ íå÷åòíûå êîìïîíåíòû âñòðå÷àþòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðàç ëè-
áî âîâñå íå âñòðå÷àþòñÿ, è ïîýòîìó îíà ïîðîæäàåòñÿ âñåâîçìîæíûìè
ñâîèìè ïîäãðóïïàìè âòîðîé ñòåïåíè AZ2. Èìåÿ ââèäó, ÷òî AZ1 = 2Z,
ñôîðìèðóåì òàêæå â Zn ïîäãðóïïó BZn = (2Z)n, ñîñòîÿùóþ èç ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (ñóììû) n ýêçåìïëÿðîâ AZ1, ò. å. èç ÷åòíûõ öåëûõ âî âñåõ
êîìïîíåíòàõ Zn. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî Zn/BZn = Zn

2 .
Ïóñòü äàëåå ìû èìååì ðàçáèåíèå J = {I1, . . . , Im}, îïðåäåëåííîå ðà-

íåå. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåì ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ãðóï-
ïó

JZn = AZn1 × · · · × AZnm . (2.1)
Ôàêòîð-ãðóïïó Zn/JZn, èçîìîðôíóþ ãðóïïå Zm

2 ïîðÿäêà 2m ìû íàçîâåì
êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ÷åòíîñòè. Ïîðÿäîê ãðóïïû Zn/JZn ìîæíî
âû÷èñëèòü òàêæå, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî

Zn/JZn = Zn1/AZn1 × · · · × Znm/AZnm (2.2)

à âñÿêàÿ ãðóïïà Zn1/AZni ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Â êà÷åñòâå èë-
ëþñòðàöèè ïðèâåäåì çäåñü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Åñëè J = {(1), (2)},
òî JZ2 = {2Z, 2Z}, à ãðóïïà Zn/JZ2 ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òî÷åê. Åñëè
J = {(1, 2)}, òî JZ2 = {(2Z, 2Z), (2Z+1, 2Z+1)}, à ãðóïïà Zn/JZ2 ñîñòî-
èò èç äâóõ òî÷åê, ïðè÷åì íà ïëîñêîñòè åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êà÷åñòâå
äâóõ êëàññîâ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, ò.å. ïàðàëëåëîãðàììîâ,
ñîñòàâëåííûõ èç ïàð öåëûõ ÷èñåë íà åãî ñòîðîíàõ, ñ ðàâíîóäàëåííûìè
îò íóëåâîé òî÷êè âåðøèíàìè, ëåæàùèìè â ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ òî÷êàõ
êîîðäèíàòíûõ îñåé ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íåïðåðûâíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.
Ïóñòü äàíû ãîìîìîðôèçìû R → R1 : (x 7→ |x| mod 1) è R → R2 :
(x 7→ |x| mod 2), ãäå |x| mod 1 è |x| mod 2 îçíà÷àþò êëàññû ñðàâíåíèé
÷èñëà x ïî ìîäóëþ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî åñëè
ôàêòîðìíîæåñòâî R2 = R/2Z èçîìîðôíî îêðóæíîñòè S1, òî ôàêòîðìíî-
æåñòâî R1 = R/Z èçîìîðôíî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé RP 1, êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê îêðóæíîñòè S1, ïðè÷åì,
òîïîëîãè÷åñêè S1 è RP 1 ýêâèâàëåíòíû. Êðîìå òîãî, ëåãêî çàäàòü ãî-
ìîìîðôèçì f : R2 → R2 × R2 : (x1, x2) 7→ (|x1| mod 2, |x2| mod 2), ÿäðî
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êîòîðîãî ôîðìèðóåò ãðóïïó 2Z×2Z à îáðàç èçîìîðôåí òîðó S1×S1. Âìå-
ñòå ñ òåì, ìîæíî çàäàòü ãîìîìîðôèçì f : R2 → R1 ×R2 : (x1, x2) 7→ (|x2|
mod 1, |x1 + x2| mod 2), ÿäðî êîòîðîãî ôîðìèðóåò ãðóïïó AZ2 à îáðàç
èçîìîðôåí ïðîñòðàíñòâó ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò R2(S2). Äåéñòâèòåëü-
íî, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñôåðè÷åñêèìè êîîðäè-
íàòàìè (φ, θ) (ãäå ïðèíÿòî, ÷òî øèðîòà φ èçìåðÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2π, à
äîëãîòà θ � ïî ìîäóëþ π) è êîìïîíåíòàìè ïðîèçâåäåíèÿ R1×R2 ñîãëàñ-
íî ôîðìóë φ = π|x1 +x2| mod 2, θ = π|x2| mod 1, îòêóäà ñðàçó ïîëó÷èì
Im f = R2/AZ2 ' R2(S2).

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî çàäàòü ãîìîìîðôèçì f : Rn → Rn−1
1 × R2 :

(x1, . . . , xn) 7→ (|x2| mod 1, . . . , |xn| mod 1, |x1 + . . . + xn| mod 2), êîòî-
ðûé èìååò ÿäðî, îáðàçóþùåå ãðóïïó AZn, à åãî îáðàç èçîìîðôåí ïðî-
ñòðàíñòâó ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò n-ìåðíîé ñôåðû Rn(Sn), ò.å. Im f =
Rn/AZn ' Rn(Sn). Îáîáùåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ J ñòðîèòñÿ ãîìîìîðôèçì, èìåþùèé â êà÷å-
ñòâå îáðàçà íåïðåðûâíóþ àáåëåâó ãðóïïó ÷åòíîñòè Rn/JZn. À ïîñêîëüêó

Rn/JZn = Rn1/AZn1 × · · · × Rnm/AZnm , (2.3)

òî íåïðåðûâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÷åòíîñòè èçîìîðôíà êîîðäèíàòíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð Sn1 × · · · × Snm .

3 Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãðóïïàìè ÷åòíîñòè
Ïðåæäå âñåãî íàéäåì äèñêðåòíûå àâòîìîðôèçìû ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë R, êîòîðûå äîïóñêàþòñÿ åãî ôàêòîðèçàöèåé R/2Z è R/Z. Åñëè ìû
âîçüìåì ïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ρeiϕ, ãäå ρ ∈ R+,
ϕ ∈ [0, 2π[, òî åãî àðãóìåíòó è ìîäóëþ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
íåêîòîðûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè S1 = R/2Z. Òàê, ìî-
äóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ìîæíî ñâÿçàòü ñ êîýôôèöèåíòîì äåôîðìà-
öèè îêðóæíîñòè, ò.å. ìîäóëü ρ çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå R/2Z 7→ ρR/2Z,
à åãî àðãóìåíò ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïîâîðîòàìè îêðóæíîñòè, ò.å. àðãóìåíò
ϕ çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå R/2Z 7→ R/2Z + ϕ/π. Â ñâîþ î÷åðåäü, åñëè
ìû âîçüìåì ïîëóïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà κeiθ, ãäå
κ ∈ R, θ ∈ [0, π[, òî åãî ìîäóëü κ è àðãóìåíò θ çàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé RP 1 = R/Z, à èìåííî:
R/Z 7→ κR/Z, R/Z 7→ R/Z + θ/π. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè èñêîìûå
äèñêðåòíûå àâòîìîðôèçìû R/2Z 7→ 1 ∗ R/2Z è R/Z 7→ ±1 ∗ R/Z, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò äèñêðåòíûì âðàùåíèÿì îêðóæíîñòè è ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíà öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà Ln =
{Zn; (Z, . . . ,R, . . . ,Z)}, ñîñòîÿùàÿ èç ïðÿìûõ ëèíèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ â
òî÷êàõ Rn ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè è ïàðàëëåëüíûõ áàçèñíûì
îðòàì. Öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà Ln ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíî ïîâòî-
ðÿþùèéñÿ íàáîð óçëîâ è ðåáåð, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí áåñêîíå÷-
íûì ïîâòîðåíèåì n-ìåðíîãî îáðàçóþùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîñòîÿùåãî
èç 2n óçëîâ ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà èçîìîðôèçìîâ
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé èçîìîðôèçìîâ îáðàçóþùå-
ãî ïàðàëëåëåïèïåäà, è ïîýòîìó ðàâíà ãðóïïå ìîíîìèàëüíûõ ïîäñòàíî-
âîê, êîòîðàÿ èçîìîðôíà ñïëåòåííîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 o Sn.

Ôàêòîðèçóåì òåïåðü ðåøåòêó Ln òàê, ÷òîáû óçëû ðåøåòêè ôàêòî-
ðèçîâàëèñü ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà Zn → Zn/Zn, ò.å.
â òî÷êó, à êàæäûé êëàññ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè
ôàêòîðèçîâàëñÿ áû ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà R→ R/Z â
ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ RP 1. Ïîòðåáóåì ïðè ýòîì, ÷òîáû êàñàòåëüíûå âåê-
òîðà ê ïðîåêòèâíûì ïðÿìûì ôàêòîðèçîâàííîé ðåøåòêè â åå ôàêòîðè-
çîâàííîì óçëå îáðàçîâàëè ñèñòåìó èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.
Â ðåçóëüòàòå òàêîé ôàêòîðèçàöèè öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè, ìû ïîëó÷èì
ôàêòîð-ðåøåòêó Ln/Zn, ó êîòîðîé ãðóïïà èçîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ
íåïîäâèæíîé íóëåâóþ òî÷êó, ðàâíà S2 oSn. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ãðóï-
ïà äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ðàâíà S2 è íåò íèêàêèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ îáðàçóþùèõ ãðóïïó ïîäñòàíîâîê Sn ïå-
ðåñòàíîâîê 1-ìåðíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè Ln/Zn.

Óñòàíîâèì òåïåðü ãðóïïó äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ôàêòîð-ðåøåòêè
Ln/AZn, ò.å. ãðóïïó èçîìîðôèçìîâ ôàêòîð-ðåøåòêè, ñîõðàíÿþùèõ íåïî-
äâèæíîé åå íóëåâóþ òî÷êó. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ôàêòîð-ðåøåòêà
L1/2Z ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ðåãóëÿðíîé ðåøåòêè L1 â ðåçóëüòàòå
êàíîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà R → R/2Z â îêðóæíîñòü S1, èìåþùóþ
äâå ïðîòèâîïîëîæíûå óçëîâûå òî÷êè. À ïîñêîëüêó äèñêðåòíûå âðàùå-
íèÿ îêðóæíîñòè ñâîäÿòñÿ ê åå òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, òî ãðóïïà
äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ôàêòîð-ðåøåòêè L1/2Z òðèâèàëüíà è ðàâíà CP1.
Åñëè ìû òåïåðü îáðàçóåì ôàêòîð-ðåøåòêó L2/AZ2, èçîìîðôíóþ ïó÷êó
èç äâóõ îêðóæíîñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ â äâóõ ñâîèõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
òî÷êàõ, òî ëåãêî óñòàíîâèì, ÷òî ãðóïïà äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ýòîãî ïó÷-
êà ðàâíà ãðóïïå CP2. Íàêîíåö, ïóñòü äàíà ôàêòîð-ðåøåòêà Ln/AZn, èçî-
ìîðôíàÿ ïó÷êó èç n îêðóæíîñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ â äâóõ ñâîèõ ïðîòè-
âîïîëîæíûõ òî÷êàõ, ïðè÷åì êàñàòåëüíûå âåêòîðà ê îêðóæíîñòÿì â ýòèõ
òî÷êàõ îáðàçóþò ñèñòåìó èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëü-
êó âñÿêàÿ ïàðà åå 1-ìåðíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíà L2/AZ2, òî âñÿêîå äèñêðåò-
íîå âðàùåíèå ôàêòîð-ðåøåòêè Ln/AZn ìîæíî ðàçëîæèòü â êîìïîçèöèþ
äèñêðåòíûõ âðàùåíèé âñåâîçìîæíûõ åå ïàð, à ñëåäîâàòåëüíî ãðóïïà äèñ-
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êðåòíûõ âðàùåíèé ôàêòîð-ðåøåòêè Ln/AZn ðàâíà ãðóïïå ÷åòíîñòè CPn.
Ïóñòü äàíà ôàêòîð-ðåøåòêà L2/BZ2, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû
â óçëàõ îáðàçóþùåãî ïàðàëëåëîãðàìà ðåøåòêè L2. Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ
îêðóæíîñòü ýòîé ðåøåòêè íå äîïóñêàåò îáðàùåíèÿ ñâÿçàííûõ åé óç-
ëîâ, òî äèñêðåòíûå âðàùåíèÿ ôàêòîð-ðåøåòêè L2/BZ2 ñâîäÿòñÿ ê òåì
èçîìîðôèçìàì îáðàçóþùåãî ïàðàëëåëîãðàìà, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ èñ-
êëþ÷èòåëüíî åãî äèàãîíàëüíûìè îòðàæåíèÿìè, à ñëåäîâàòåëüíî îíè ñî-
ñòàâëÿþò ãðóïïó BP2. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü äàíà ôàêòîð-ðåøåòêà Ln/BZn,
êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå n-ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîñòàâëåííî-
ãî èç 2n óçëîâ, ñâÿçàííûõ îêðóæíîñòÿìè. Òîãäà, äèñêðåòíûå âðàùåíèÿ
ôàêòîð-ðåøåòêè L2/BZ2 ñâîäÿòñÿ ê òåì èçîìîðôèçìàì îáðàçóþùåãî n-
ïàðàëëåëåïèïåäà, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî åãî äèàãîíàëü-
íûìè îòðàæåíèÿìè, à ñëåäîâàòåëüíî îíè ñîñòàâëÿþò ãðóïïó BPn.

Íàêîíåö, ïóñòü äàíà ôàêòîð-ðåøåòêà Ln/JZn, êîòîðóþ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå m-ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîñòàâëåííîãî èç 2m óçëîâ, ñâÿ-
çàííûõ ïó÷êàìè èç ni îêðóæíîñòåé. Ïîñêîëüêó äèñêðåòíûå âðàùåíèÿ
ôàêòîð-ðåøåòêè Ln/JZn ñâîäÿòñÿ ê ñîñòàâëÿþùèì ãðóïïó BPm äèàãî-
íàëüíûì èçîìîôèçìàì m-ïàðàëëåëåïèïåäà, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ïðÿ-
ìîì ïðîèçâåäåíèè äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ïó÷êîâ îêðóæíîñòåé, ñîñòà-
âëÿþùèõ ãðóïïó

∏m CPni , òî åå ãðóïïà äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ðàâíà
∏m CPni h BPm. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî
3.1 Ïðåäëîæåíèå. Ãðóïïà äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ðåøåòêè Ln/JZn ýê-
âèâàëåíòíà ãðóïïå ÷åòíîñòè JPn

Åñëè ðàññìîòðåòü öåëûé êîíòèíóóì íåïðåðûâíûõ âðàùåíèé ôàêòîð-
ðåøåòêè Ln/AZn, îñòàâëÿþùèõ íà ìåñòå åå óçëîâûå òî÷êè, òî ìû ïî-
ëó÷èì ãðóïïó äâèæåíèé ñôåðû Sn, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè åå ïî-
ëþñà, ò.å., ãðóïïó SO(n). Àíàëîãè÷íî ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ãðóï-
ïó äâèæåíèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè
óçëîâûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåé ôàêòîð-ðåøåòêè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ôàêòîð-ðåøåòêó Ln/JZn ðàññìàòðèâàòü êàê êàðêàñ (îäíîìåðíûé êëå-
òî÷íûé êîìïëåêñ) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð Sn1×· · ·×Snm , òî ãðóïïó
äèñêðåòíûõ âðàùåíèé ôàêòîð-ðåøåòêè JPn ìîæíî áûëî áû ðàñøèðèòü
äî ãðóïïû ÷åòíîñòè Ëè SO(n1, . . . , nm) è ñîïîñòàâèòü åå ãðóïïå äâèæåíèé
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñôåð Sn1×· · ·×Snm , îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè
óçëîâûå òî÷êè ñîîòâåòñòóþùåé ôàêòîð-ðåøåòêè.

Â çàêëþ÷åíèå íàéäåì ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óíèòàðíîé ãðóï-
ïû. Ïóñòü äàíà óíèòàðíàÿ ìàòðèöà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (κjkeiθjk)n, ýëå-
ìåíòû êîòîðîé κjkeiθjk èìåþò ïîëóïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà, çà-
íóëÿÿ ìàòðèöó (θjk)n, ìû ïîëó÷èì èç íàøåé óíèòàðíîé ìàòðèöû âåùå-
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ñòâåííóþ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó (κjk)n, à ïðèðàâíèâàÿ ìàòðèöó (κjk)n

åäèíè÷íîé ìàòðèöå, ìû ïîëó÷èì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó diag[eiθjj ]n. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö ABC, ãäå A è
C ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, à B � ïðîèç-
âîëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà diag[eiθjj ]n, òî ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî
óíèòàðíûõ ìàòðèö ABC, êîòîðîå ïàðàìåòðèçóåòñÿ n2 íåçàâèñèìûìè
âåëè÷èíàìè, ò.å. ñîñòàâëÿåò óíèòàðíóþ ãðóïïó U(n). Çàìåòèì òàêæå,
÷òî ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö diag[eiθjj ]n èçîìîðôíî ãðóïïå òîðà
T n = Rn/Zn. Òåì ñàìûì, èìååò ìåñòî

3.2 Ïðåäëîæåíèå. Óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(n) èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå O(n) · T n · O(n), ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ñâÿçàííîå ïðî-
èçâåäåíèå.

Ìû ãîâîðèì î ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè óíèòàðíîé ãðóïïû, ïî-
ñêîëüêó íàäååìñÿ, ÷òî óíèòàðíàÿ ãðóïïà ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèÿì âû-
ðîæäåííîãî òîðà, ò.å. òîðà T n, íàòÿãèâàåìîãî íà ñôåðó Sn, ïðîêîëîòóþ
â ñâîèõ ïîëþñàõ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñëóæèò îñüþ âðàùåíèÿ âûðîæäåííîãî
òîðà.
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