
Ýññå î ïðèðîäå ãðàâèòàöèè
Áàÿê È. Â.

Àííîòàöèÿ
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà âåêòîðíàÿ ìîäåëü ãðàâèòàöèè.

Ãåîìåòðèÿ ìîäåëè ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå íàêðûòèÿ öèëèíäðà R3×
S1 ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Ïîñòîÿííîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå
ïîëå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, ëèíèè òîêà êîòîðîãî îòîáðàæà-
þòñÿ â âèíòîâûå ëèíèè öèëèíäðà, ìû ñîïîñòàâëÿåì ñ íóëåâûì (âà-
êóóìíûì) ñîñòîÿíèåì, à ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë îòêëîíåíèÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ìèíèìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (ò.å. âåêòîðíîãî ïîëÿ,
îðòîãîíàëüíûå ïîâåðõíîñòè ê êîòîðîìó èìåþò íóëåâóþ ñðåäíþþ
êðèâèçíó) îò íàïðàâëåíèÿ, âûäåëåííîãî âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì,
ìû ñðàâíèâàåì ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì. Òîïîëîãè÷åñêèå
îñîáåííîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ öèëèíäðà, â êîòîðûõ åãî ëèíèè òîêà
âûðîæäàþòñÿ â çàäàþùèå îêðóæíîñòè öèëèíäðà, ñëóæàò èñòî÷íè-
êàìè âîçìóùåíèÿ âàêóóìà (ãèïåðáîëè÷åñêîé êðèâèçíû âåêòîðíîãî
ïîëÿ), è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûì ïðåäìåòîì íàøåãî îáñóæäå-
íèÿ. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå òîïîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè
èìåþò ñõîäñòâî êàê ñ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè òàê è ñ êâàíòîâû-
ìè ÷àñòèöàìè.

1 Ââåäåíèå
Ìû ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå àñïåêòû îäíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, ïðèçâàííîé äàòü èíòåðïðåòàöèþ ãðàâèòàöèè,
à çàòåì ñðàâíèì åå ñ îáùåïðèíÿòûìè ôèçè÷åñêèìè òåîðèÿìè òÿãîòå-
íèÿ Íüþòîíà è Ýéíøòåéíà. Ïîñêîëüêó ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå
îñíîâàíî íà êîíöåïöèè äâèæóùåéñÿ ìàòåðèè, òî âîîáðàæàåìûå ñóùíî-
ñòè íàøåé òåîðèè âïîëíå ìàòåðèàëüíû. Â êà÷åñòâå îáùèõ ïîñûëîê, ïðåä-
øåñòâóþùèõ äàííîé ðàáîòå, íàçîâåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä ê ãðà-
âèòàöèè Äæ. Áèðêãîôà [5] è èäåþ êîìïàêòèôèêàöèè ëèøíåãî èçìåðåíèÿ
Î. Êëåéíà [6].

Ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î âîîáðàæàåìîì ìåõàíèçìå òÿãîòåíèÿ äàåò
îáðàùåíèå ê äèíàìèêå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ÷àñòè÷åê ïîòîêà äâè-
æóùåéñÿ ìàòåðèè, çàäàííîãî íà öèëèíäðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè R3× S1,
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îäíàêî äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òå÷åíèå æèäêîñòè ïî
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà R1×S1. Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå ëèíåéíîé òðàåêòî-
ðèè ÷àñòè÷êè æèäêîñòè ñëåäóåò ïðèíÿòü ïðîèçâîëüíóþ âèíòîâóþ ëèíèþ
öèëèíäðà (êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â çàäàþùóþ
îêðóæíîñòü èëè â îáðàçóþùóþ ïðÿìóþ öèëèíäðà), òî â êà÷åñòâå êâà-
äðàòà ïðîòÿæåííîñòè îòðåçêà ëèíåéíîé òðàåêòîðèè ìîæíî âçÿòü ïðîèç-
âåäåíèå äëèíû ïðîåêöèè îòðåçêà òðàåêòîðèè íà îáðàçóþùóþ ïðÿìóþ è
äëèíû íàìîòêè îòðåçêà òðàåêòîðèè íà çàäàþùóþ îêðóæíîñòü öèëèíäðà.
Â ðåçóëüòàòå òàêîé èíòåðïðåòàöèè, ïðîòÿæåííîñòü íàïðàâëåííîãî îòðåç-
êà ëèíåéíîé òðàåêòîðèè ÷àñòè÷êè æèäêîñòè áóäåò ðàâíà äëèíå ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî âåêòîðà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷åííîé íàêðûòèåì
öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îäíî ñåìåéñòâî èçîòðîïíûõ
ïðÿìûõ ïëîñêîñòè îòîáðàæàëîñü â îáðàçóþùèå ïðÿìûå, à äðóãîå � â çà-
äàþùèå îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøåé
èíòåðïðåòàöèåé, êâàäðàò ïðîòÿæåííîñòè ëèíåéíîãî îòðåçêà òðàåêòîðèè
÷àñòè÷êè áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé

l2 = ωrT · vT,

ãäå r - ðàäèóñ öèëèíäðà, ω - óãëîâàÿ ñêîðîñòü, v - ïîñòóïàòåëüíàÿ ñêî-
ðîñòü, - T - èíòåðâàë âðåìåíè äâèæåíèÿ ÷àñòè÷êè ïî ïîâåðõíîñòè öè-
ëèíäðà, è åñëè ωrT = x+ t, à vT = x− t, ãäå (x, t) - êîîðäèíàòû ÷àñòè÷êè
æèäêîñòè íà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, èçìåðåííûå â êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè T , òî l2 = x2 − t2. Âìåñòå ñ òåì, åñëè ïñåâäîåâêëèäîâó
ïëîñêîñòü (x, t) ðàâíîìåðíî íàìàòûâàòü íà öèëèíäð òàê, ÷òîáû èçîòðîï-
íûå ïðÿìûå t + x = τ ëîæèëèñü íà îáðàçóþùèå ïðÿìûå öèëèíäðà, òî τ
ìîæåò ñëóæèòü ýâîëþöèîííûì ïàðàìåòðîì äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþùåãî-
ñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ öèëèíäðà. Èíà÷å ãîâîðÿ, äèíàìèêó âåêòîðíîãî ïîëÿ
öèëèíäðà ñëåäóåò îïèñûâàòü ñòàòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì ïñåâäîåâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêèé çàêîí äâèæåíèÿ ïîòîêà æèäêîñòè, òå-
êóùåé ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê óñëîâèå,
êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà (âåêòîðíîå
ïîëå), çàäàííàÿ íà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. À ïîñêîëüêó íàñ èí-
òåðåñóåò ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê
ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë ϕ(x, t) îòêëîíåíèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
g(x, t) îò íàïðàâëåííîãî ïî îñè t åäèíè÷íîãî (âàêóóìíîãî) âåêòîðà c, òî
ïóñòü ôîðìà ãèïåðáîëè÷åñêîé êðèâèçíû κ = ∂ϕ

∂xdx + ∂ϕ
∂t dt ïîëÿ g(x, t)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∂2ϕ
dx2 −

∂2ϕ
dt2

= 0.

2



Êðîìå òîãî, ïóñòü â êà÷åñòâå îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå ëè-
íèè ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîòîðûì ïî îñè
x ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë îòêëîíåíèÿ âåêòîðà g(x, t) îò îñè t ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè, à ïðè óäàëåíèè � ê íóëþ. Òåì ñàìûì, â êà÷åñòâå îñîáåííî-
ñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ öèëèíäðà ìû ðàññìàòðèâàåì òó îáëàñòü öèëèíäðà,
â êîòîðîé ãåîìåòðèÿ åãî âèíòîâûõ ëèíèé òîêà âûðîæäàåòñÿ â ãåîìåò-
ðèþ çàäàþùåé îêðóæíîñòè öèëèíäðà. Ïðîñòåéøèì ñòàòè÷åñêèì (íåçàâè-
ñèìûì îò ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà) ðåøåíèåì îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ
ïîòåíöèàë

ϕ =
m

|x− t|
,

êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿþùèé òå÷å-
íèå æèäêîñòè ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ðàçðåçàííîãî âäîëü åãî çàäàþ-
ùåé îêðóæíîñòè â òî÷êå îáðàçóþùåé ïðÿìîé x− t = 0, èëè êàê ïîòåíöè-
àë, çàäàþùèé ïîòîê æèäêîñòè íà öèëèíäðå â òîì ñëó÷àå, êîãäà íà íåãî
íàäåòî çàïîðíîå (îãðàíè÷èòåëüíîå) êîëüöî. Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò äèíà-
ìèêà òîïîëîãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ýòîãî òèïà, ò.å. âçàèìîäåéñòâèå êîëåö-
îñîáåííîñòåé. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ñâîáîäíîå äâèæåíèå êîëüöà-îñîáåííîñòè
õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿíñòâîì åãî óãëîâîé è ïîñòóïàòåëüíîé ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ, à ïðîòÿæåííîñòü åãî òðàåêòîðèè l â çàâèñèìîñòè îò àáñîëþò-
íîãî âðåìåíè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ T çàäàåòñÿ ôîðìóëîé l = T

m , îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå 1

ωrv , ñîñòàâëåííîå èç õàðàêòåðèñòèê êîëüöà-
îñîáåííîñòè, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ êâàäðàòîì ìàññû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè m2,
à àáñîëþòíîå âðåìÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ êîëüöà-îñîáåííîñòè T ñîïîñòà-
âëÿåòñÿ ñ äåéñòâèåì ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè S = ml.
Êðîìå òîãî, ïóñòü óñêîðåíèå ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà-îñîáåííîñòè, èçìå-
ðåííîå íà îñè x, îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì (íàïðèìåð, ïîòåí-
öèàëîì îñòàëüíûõ êîëåö-îñîáåííîñòåé) ñîãëàñíî ôîðìóëå

ẍ =
d2x
dτ 2 =

∂ϕ
∂x

.

Òåì ñàìûì, âçàèìîäåéñòâèå êîëåö-îñîáåííîñòåé õàðàêòåðèçóåòñÿ èõ âçà-
èìíûì ïðèòÿæåíèåì, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ñîïîñòàâèòü èõ ñ ìàòåðèàëüíû-
ìè òî÷êàìè, êîòîðûå íàáëþäàòåëü âèäèò íà îñè x.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ïðèâëåêàòåëüíîñòü î÷åâèäíûõ ôèçè÷åñêèõ àíà-
ëîãèé, âåðíåìñÿ âñå æå ê äèíàìèêå ïîòîêîâ öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ R3 × S1. Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî åãî íàêðûòèåì ñëóæèò ïðî-
ñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî, è ïîýòîìó äèíàìè÷åñêèå ïîòîêè öèëèíäðè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñòàòè÷åñêîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìîé ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Ðåøàÿ âàðèàöèîííîå óðàâ-
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íåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëà îáúåìà (ìàññû) æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç
ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü åâêëèäîâà ïîäïðîñòðàíñòâà R3 öèëèíäðà R3×S1,
ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòè÷åê æèäêîñòè g(x, t),
çàäàííîå â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, äîëæíî áûòü åäèíè÷íûì, ãîëî-
íîìíûì è ìèíèìàëüíûì, ò.å. îðòîãîíàëüíûå ê íåìó ïîâåðõíîñòè äîëæíû
èìåòü íóëåâóþ ñðåäíþþ êðèâèçíó. Íüþòîíîâ ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöè-
àë ϕ(x, 0), óäîâëåòâîðÿþùèé âíå îñîáåííîñòåé óñëîâèþ ∆ϕ(x, 0) = 0 è
òðàêòóåìûé íàìè êàê ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë îòêëîíåíèÿ ïîëÿ g(x, t) îò
âàêóóìíîãî íàïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àåòñÿ â íàøó ìîäåëü â êà÷åñòâå ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ, äîñòàâëÿþùåãî ñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
Çàòåì ýòî ñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå îáîãàùàåòñÿ ïðîèçâîëîì ñâîáîäíîãî äâè-
æåíèÿ îñîáåííîñòåé è çàêîíîì âûíóæäåííîãî äâèæåíèÿ îñîáåííîñòè

ẍ = ∇ϕ(x, 0),

îáóñëàâëèâàþùèì èõ âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå.
Ñëåäóåò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî êâàçèíüþòîíîâî îïèñàíèå íàøåé ìîäå-

ëè ãðàâèòàöèè íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì, à åñòü âñåãî ëèøü
âçãëÿä íà íåå ñî ñòîðîíû àáñîëþòíîãî íàáëþäàòåëÿ. Åñëè æå ìû ïîñìî-
òðèì íà íåå ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ, òî âûíóæäåíû áóäåì
ïðèáåãíóòü ê êâàçèýéíøòåéíîâó îïèñàíèþ. Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
èçìåðåíèÿ ëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè ðåàëüíûé
íàáëþäàòåëü â îòëè÷èè îò àáñîëþòíîãî íàáëþäàòåëÿ èñïîëüçóåò íå âû-
äåëåííûé ñ ïîìîùüþ âàêóóìíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ c îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, à îðòîãîíàëüíûé ðåïåð, âûäåëåííûé ñ
ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ g(x, t) è íîðìèðîâàííûé ãèïåðáîëè÷åñêèì óã-
ëîì ìåæäó g(x, t) è c. Ïîñêîëüêó ðåïåð ðåàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ íîðìèðî-
âàí íå íà åäèíè÷íóþ äëèíó ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî à íà åäèíè÷íûå
êîîðäèíàòû öèëèíäðà, òî ìàñøòàá ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ êîîð-
äèíàò ðåàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ çàâèñèò îò ãèïåðáîëè÷åñêîãî óãëà ìåæäó
g(x, t) è c, è ïîýòîìó ðåàëüíûé íàáëþäàòåëü âèäèò íå ïëîñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî Ìèíêîâñêîãî à ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, èíäóöèðîâàííîå ïî-
ëåì òÿãîòåíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ìû èñïîëüçóåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ îò êëàññè÷åñêèõ òåì, ÷òî øèðîòà ó íèõ
èçìåðÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2π à äîëãîòû � ïî ìîäóëþ π. Èíà÷å ãîâîðÿ, â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ïðèíÿòû ñôåðè÷åñêèå (ïîëÿðíûå) êîîðäè-
íàòû ρ, ϕ, ϑ1, . . . , ϑn−2, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè
x1, . . . , xn ôîðìóëàìè:

x1 = ρ cos ϕ,

x2 = ρ sin ϕ cos ϑ1,
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x3 = ρ sin ϕ sin ϑ1,

. . . . . .

xn−1 = ρ sin ϕ · · · sin ϑn−3 cos ϑn−2,

xn = ρ sin ϕ · · · sin ϑn−3 sin ϑn−2,

ãäå 0 ≤ ρ < ∞, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ ϑi < π.
Îáðàùàåì òàêæå âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äàííîé ñòàòüå ïîä

ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì RP n ïîíèìàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ ïðÿìûõ ëèíèé ïðîñòðàíñòâà Rn+1, ò.å. ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn+1\{0} ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè x ∼ rx, ãäå
r ∈ R\{0}.

2 Ãåîìåòðèÿ ìîäåëè
Ãåîìåòðèÿ ìîäåëè îñíîâàíà íà òàêèõ ïðîñòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòè-
ÿõ êàê îòîáðàæåíèå íàìîòêè ñôåðû S2 åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ è îòî-
áðàæåíèå íàìîòêè öèëèíäðà R × S1 è òîðà S1 × S1 ïñåâäîåâêëèäîâîé
ïëîñêîñòüþ.

Ïóñòü íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çàäàíû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ϕ, ρ), à
ñôåðà èìååò óãëîâûå êîîðäèíàòû (θ, φ) äîëãîòû è øèðîòû ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà, åñëè çàäàòü ñîîòâåòñòâèå, èñïîëüçóþùåå êëàññû ñðàâíåíèé ïî
ìîäóëþ π è 2π,

θ = |ϕ| mod π, φ = | ± πρ| mod 2π, (2.1)

ãäå çíàê + áåðåòñÿ äëÿ 0 ≤ ϕ < π à çíàê − äëÿ π ≤ ϕ < 2π, òî ìû
ïîëó÷èì ïðîñòîå îòîáðàæåíèå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íà ñôåðó. Â ñàìîì
äåëå, åñëè èñõîäèòü èç îïðåäåëåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé êàê ñîâîêóïíî-
ñòè öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïðÿìûõ ïëîñêîñòè, òî áóäåò ïîíÿòíî, ÷òî
åâêëèäîâà ïëîñêîñòü ïîðîæäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì RP 1 × R, â êîòîðîì â
êà÷åñòâå êîìïîíåíòû R ñëåäóåò âçÿòü åâêëèäîâó ïðÿìóþ, ò.å. ïðÿìóþ, íå
äîïóñêàþùóþ íè äåôîðìàöèé íè îòðàæåíèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñêîëüêó
â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ñôåðû ìû òàêæå ìîæåì çàäàòü ïðîñòðàíñòâî
íåîðèåíòèðîâàííûõ íàïðàâëåíèé, òî ñôåðà ïîðîæäàåòñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì RP 1 × S1, â êîòîðîì âñå îêðóæíîñòè îòîæäåñòâëÿþòñÿ â äâóõ ñâîèõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, â îòîáðàæåíèè íàìîòêè ïëîñ-
êîñòè íà ñôåðó âñå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå åâêëèäîâû ïðÿìûå íàìà-
òûâàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì îêðóæíîñòè ñôåðû â ñîîòâåòñòâèè ñ
îòîáðàæåíèåì:

R→ S1 : eiπx = e±iπρ (2.2)
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Îòîáðàæåíèå íàìîòêè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà ñôåðó äîïóñêàåò ðàñ-
øèðåíèå â ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðíîñòü, íî ìû îáðàùàåì âàøå âíèìàíèå
ëèøü íà òîò ñëó÷àé, êîãäà 3-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3 ïîðî-
æäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì RP 2 ×R, à 3-ìåðíàÿ ñôåðà ïîðîæäàåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèåì RP 2 × S1, ãäå íà íèõ íàëîæåíû òàêèå æå ìåòðè÷åñêèå è òîïî-
ëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ, ò.å. òðåáîâàíèå åâêëèäîâîé æåñòêîñòè âñåõ ïðÿìûõ
è îòîæäåñòâëåíèÿ âñåõ îêðóæíîñòåé â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ.
Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3 íàìàòûâàåòñÿ íà S3 òàêèì æå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì, ò.å. ïî àíàëîãèè ñ 2.1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ äëèíå
ðàäèóñ�âåêòîðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óãëî-
âóþ êîîðäèíàòó ñôåðû, êîòîðàÿ èçìåðÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2π, ò.å. øèðîòó.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü, ÷òî

θ1 = ϑ, θ2 = |ϕ| mod π, φ = | ± πρ| mod 2π, (2.3)

ãäå âûáîð çíàêà îáóñëîâëåí êîîðäèíàòîé øèðîòû åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà R3.

Ïóñòü òåïåðü íà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x0, x1)
çàäàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (e0, e1), à öèëèíäð R × S1 èìååò êîîð-
äèíàòû (φ, r). Òîãäà ñàìûì ïðîñòûì îòîáðàæåíèåì ïñåâäîåâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè íà öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå φ = |π(x0 + x1)| mod 2π,
r = x0 − x1, ò.å. òàêîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îäíó èçîòðîïíóþ ïðÿìóþ
íàìàòûâàåò íà íàïðàâëÿþùóþ îêðóæíîñòü öèëèíäðà, à âòîðóþ èçîòðîï-
íóþ ïðÿìóþ îòîæäåñòâëÿåò ñ îáðàçóþùåé öèëèíäðà. Äåéñòâèòåëüíî, â
òàêîì ñëó÷àå âñÿêîìó íåíóëåâîìó (íåèçîòðîïíîìó) âåêòîðó ïëîñêîñòè
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííóþ êîîðäèíàòó öèëèíäðà.
Òàê, åñëè âåêòîð x ñ êîîðäèíàòàìè (x0, x1) îáðàçóåò ãèïåðáîëè÷åñêèé
óãîë ϕ ñ îñüþ x0, òî

φ = | ± πe−ϕρ| mod 2π = |π(x0 + x1)| mod 2π, (2.4)

åñëè æå âåêòîð x îáðàçóåò ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë ϕ ñ îñüþ x1, òî

r = ±eϕρ = x0 − x1, (2.5)

ãäå ϕ = −1
2 ln

∣

∣

∣

x0+x1
x0−x1

∣

∣

∣ = − ln
∣

∣

∣

x0+x1
ρ

∣

∣

∣, ρ = |(x0 + x1)(x0 − x1)|1/2. Àíàëîãî-
è÷íî ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå íàìîòêè òîðà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ.
Îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî âòîðàÿ èçîòðîïíàÿ ïðÿìàÿ íàìàòûâàåòñÿ íà
âòîðóþ çàäàþùóþ îêðóæíîñòü òîðà.

Ïóñòü òåïåðü äàíî 4-ìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R4 ñ ñèã-
íàòóðîé (−, +, +, +, ) åãî áàçèñà (e0, e1, e2, e3, ), è ïóñòü äàíî ïðîèçâåäå-
íèå R3 × S1, â êîòîðîì êîìïîíåíòà R3 ýòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å.
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R3×S1 = PR2×R×S1 = PR2×S1×R = S3×R, ãäå R åâêëèäîâà ïðÿìàÿ.
Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû íàìîòàòü ïðîñòðàíñòâî R4 íà öèëèíäð R3 × S1,
íåîáõîäèìî âçÿòü â R4 ïðîèçâîëüíóþ ïñåâäîåâêëèäîâó ïëîñêîñòü, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç îñü x0 è ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ xk, îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó
e0. Çàòåì ïëîñêîñòü (xk, x0) íåîáõîäèìî íàìîòàòü íà ñîîòâåòñòâóþùèé
öèëèíäð ñ êîîðäèíàòàìè (φk, rk), ïðè÷åì, ïîñêîëüêó èíäåêñ k ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP 2, òî, ïðîáåãàÿ âñå âîçìîæíûå
ïëîñêîñòè, ìû ïîëó÷èì èñêîìîå îòîáðàæåíèå íàìîòêè:

φk = | ± πe−ϕρ| mod 2π = |π(xk + x0)| mod 2π, (2.6)

rk = ±eϕρ = xk − x0. (2.7)
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå ÷àñòè÷íîé êîìïàêòèôèêàöèè
ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî R4 â öèëèíäðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå R3×S1, â
êîòîðîì ñâåòîâîé êîíóñ îòîáðàæàåòñÿ â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî {rk}RP 2 è òðåõìåðíóþ ñôåðó {φk}RP 2 , ñîïðèêàñàþùèåñÿ â íóëåâîé
òî÷êå. Ïðè ýòîì, åñëè â öèëèíäðå R3 × S1 íàìîòàòü íà ñôåðó S3 åâ-
êëèäîâî ïîäïðîñòðàíñòâî R3, òî ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå ïîëíîé
êîìïàêòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî R4 â ïðîèçâåäåíèå ñôåð
S3 × S1.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î ñðàâíåíèè áàçèñîâ ïñåâäîåâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè, íàìîòàííîé íà öèëèíäð. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå îðòîíîð-
ìèðîâàííûå áàçèñû ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ýêâèâàëåíòíû, è ïîýòî-
ìó íåò íèêàêîé âîçìîæíîñòè âûäåëèòü êàêîé-òî îäèí áàçèñ èç ýòîãî
êëàññà êàê ýòàëîííûé. Îäíàêî, åñëè íà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè çà-
äàòü ïîñòîÿííîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå c, òî ìîæíî ïîëó÷èòü âû-
äåëåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (c, c1). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïåðåìåí-
íîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå g(x), ñîñòàâëÿþùåå ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë
ϕ(x) ñ âåêòîðíûì ïîëåì c, èíäóöèðóåò â êàæäîé òî÷êå ïñåâäîåâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè, íàìîòàííîé íà öèëèíäð, îðòîãîíàëüíûé ðåïåð (g′(x), g′1(x)),
íîðìèðîâàííûé öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè. Äåéñòâèòåëüíî, èìåÿ
ââèäó îðòîíîðìèðîâàííîñòü ðåïåðà (g(x), g1(x)) è íîðìèðóÿ îðò g(x) àçè-
ìóòàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé êîîðäèíàòîé (ðàâíîé π), à îðò g′1(x) ëèíåé-
íîé öèëèíäðè÷åñêîé êîîðäèíàòîé (ðàâíîé 1):

π = | ± πe−ϕρ(eϕg)| mod 2π = | ± πe−ϕρ(g′)| mod 2π, (2.8)

1 = eϕρ(e−ϕg1) = eϕρ(g′1), (2.9)
ìû ïîëó÷èì èç îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà (g(x), g1(x)) ðåïåð (g′(x), g′1(x)),
íîðìèðîâàííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè:

g′(x) = eϕg(x), g′1(x) = e−ϕg1(x). (2.10)
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Òåì ñàìûì, åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå g(x) èíäóöèðóåò íà ïñåâäîåâêëè-
äîâîé ïëîñêîñòè, íàìîòàííîé íà öèëèíäð, 2�ìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì g′ij, ãäå i, j = 0, 1, ðàâíûì ìàòðèöå
Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ (g′(x), g′1(x)). Àíàëîãè÷íî, åäèíè÷íîå âåêòîð-
íîå ïîëå g(x), çàäàííîå â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, íàìîòàííîì íà öè-
ëèíäð R3×S1, èíäóöèðóåò 4�ìåðíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð (g, g1, g2, g3),
ïîëó÷åííûé ãèïåðáîëè÷åñêèì ïîâîðîòîì ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íà
óãîë ϕ(x) â ïëîñêîñòè (g(x), c) è ïîìåùåíèåì â ýòó æå ïëîñêîñòü îð-
òà g1. Òîãäà ìàòðèöà Ãðàìà g′ij, ãäå i, j = 0, 1, 2, 3, ñèñòåìû âåêòîðîâ
{eϕg, e−ϕg1, g2, g3} áóäåò ñëóæèòü ìåòðèêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ïñåâäîðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü
Ãðàìà ýòîé ñèñòåìû ðàâåí åäèíèöå, òî èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà ñîõðàíÿ-
åò îáúåì, ò.å. äèôôåðåíöèàëüíûé ýëåìåíò îáúåìà íàøåãî ìíîãîîáðàçèÿ
ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùåìó ýëåìåíòó îáúåìà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.

3 Äèíàìèêà ìîäåëè
Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëüíîãî (è îäíîâðåìåííî ìåòàôèçè÷åñêîãî) ñîäåðæà-
íèÿ ìîäåëè ìû èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå âåêòîðíîãî ïîëÿ
u(x, τ) ñêîðîñòåé ÷àñòè÷åê äâèæóùåéñÿ ìàòåðèè, çàäàííîãî íà ïîâåðõ-
íîñòè öèëèíäðà R3×S1. Äèíàìèêà âåêòîðíîãî ïîëÿ u(x, τ) îïðåäåëÿåòñÿ
ïðèíöèïîì ìàêñèèìàëüíîñòè 4-îáúåìà, ïåðåíîñèìîãî ïîòîêîì ÷àñòè÷åê
äâèæóùåéñÿ ìàòåðèè çà íåêîòîðîå êîíå÷íîå âðåìÿ T ÷åðåç ïðîèçâîëü-
íóþ îáëàñòü Σ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè
è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, à èìåííî:

δ
∫ T

0

∫

Σ
dV ∧ u(x, τ)dτ = 0, (3.1)

ãäå dV � äèôôåðåíöèàëüíûé ýëåìåíò îáúåìà 3-ïîâåðõíîñòè Σ. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ìû ïîñòóëèðóåì ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè ìàññû ÷àñòè÷åê, ïå-
ðåíîñèìûõ ïîòîêîì äâèæóùåéñÿ ìàòåðèè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü èçìåðåíèÿ
(ïîâåðõíîñòü íàáëþäàòåëÿ, ëåæàùóþ â R3), çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè.

Âìåñòå ñ òåì, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå íàìîòêè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî íà öèëèíäð R3 × S1 ïîçâîëÿåò äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó íà öèëèíäðå
ñâåñòè ê ñòàòè÷åñêîé çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, òî ïðèíöèïó
ìàêñèìàëüíîñòè 4-îáúåìà äèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà, çàäàííîãî íà öèëèí-
äðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè âåêòîðíûì ïîëåì u(x, τ), ñîîòâåòñòâóåò ïðèí-
öèï ìàêñèìàëüíîñòè 4-îáúåìà ïîòîêà, çàäàííîãî â ïðîñòðàíñòâå Ìèí-
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êîâñêîãî âåêòîðíûì ïîëåì g(x), à èìåííî:

δ
∫ x0

0

∫

Σ′
dV ∧ g(x)dx0 = 0, (3.2)

ãäå íóëåâîé îðò ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì c, îïðåäåëÿþùèì ïîñòîÿííîå (âà-
êóóìíîå) âåêòîðíîå ïîëå, à âñå 3-ïîâåðõíîñòè íàáëþäàòåëÿ Σ′ ëåæàò â
îðòîãîíàëüíûõ ê c åâêëèäîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî.

Ïóñòü òåïåðü â R4 çàäàí òàêîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ci) =
(c0, c1, c2, c3), ÷òî c0 = c, è ïóñòü òàì òàêæå çàäàíî òàêîå ðåïåðíîå ðàññëî-
åíèå, ÷òî êàæäîé íåîñîáîé òî÷êå ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåîðòîíîðìè-
ðîâàííûé ðåïåð (gi(x)) = (g0, g1, g2, g3), ãäå g0 = g(x), g1 = c1, g2 = c2,
g3 = c3. Èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ci, gj) ïàð âåêòîðîâ áàçèñà (ci) è ðå-
ïåðà (gi) ñôîðìèðóåì ìàòðèöó (gij) è âû÷èñëèì åå îïðåäåëèòåëü det(gij),
ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, îáðàçîâàííîãî ñèñòåìîé
âåêòîðîâ {g0, g1, g2, g3}, è îäíîâðåìåííî ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
(g(x), c). Âìåñòå ñ òåì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (g(x), c)2 = | det G(x)|, ãäå
G(x) � ìàòðèöà Ãðàìà ñèñòåìû âåêòîðîâ (gi(x)). Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíå-
íèå 3.2 ýêâèâàëåíòíî âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ:

δ
∫

Ω
(g(x), c)dx4 = δ

∫

Ω
| det G(x)|

1
2 dx4 = 0, (3.3)

ãäå dx4 åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé ýëåìåíò îáúåìà 4-ìåðíîé öèëèíäðè-
÷åñêîé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, êîòîðàÿ èìååò âûñîòó T
à â êà÷åñòâå åå îñíîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ 3-ïîâåðõíîñòü Σ ñ ãðàíè÷íûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì g(x) = c. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó âàðèàöèîííî-
ìó óðàâíåíèþ 3.3, ìû äîëæíû ëîêàëèçîâàòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ω.
Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî äàíû ïðåäåëüíî ìà-
ëûé ïàðàëëåëåïèïåä ∆π, ïîñòðîåííûé íà âåêòîðàõ ∆x0, ∆x1, ∆x2, ∆x3,
è âåêòîðíàÿ òðóáêà ω, îñíîâàíèå êîòîðîé ñîñòàâëÿåò ãðàíü ïàðàëëåëåïè-
ïåäà, îáðàçîâàííàÿ âåêòîðàìè ∆x1, ∆x2, ∆x3, à åå îáúåì çàïîëíåí âåêòî-
ðàìè |∆x0|g(x), ïîëó÷åííûìè èç ëèíèé òîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ g(x) ïðèðà-
ùåíèåì íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà íà âåëè÷èíó |∆x0|. Òîãäà, â ðåçóëüòàòå
ëîêàëèçàöèè óðàâíåíèÿ 3.3, ìû ïîëó÷èì âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå:

δ
∫

∆π
| det G(x, t)|

1
2 dx4 = δ Vol ω = 0. (3.4)

Íî ïîñêîëüêó ëèíèè òîêà íåãîëîíîìíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íå ïàðàëëåëü-
íû äàæå ëîêàëüíî, òî ëîêàëüíûì øåâåëåíèåì (âàðèàöèåé) íåãîëîíîì-
íîãî ïîëÿ g(x), óâåëè÷èâàþùèì èëè óìåíüøàþùèì åãî íåãîëîíîìíîñòü,
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ìû ïîëó÷èì íåíóëåâóþ âàðèàöèþ îáúåìà Vol ω. Â òî æå âðåìÿ, âàðèà-
öèè ãîëîíîìíîãî ïîëÿ g(x) íå íàðóøàþò åãî ëîêàëüíóþ ïàðàëëåëüíîñòü,
è ïîýòîìó ãîëîíîìíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ g(x) äîñòàâëÿåò íåîáõîäèìîå
óñëîâèå äëÿ íóëåâîé âàðèàöèè îáúåìà Vol ω. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íó-
ëåâîé âàðèàöèè îáúåìà âåêòîðíîé òðóáêè ω ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìèíè-
ìàëüíîñòè ïîâåðõíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ ãîëîíîìíîìó åäèíè÷íîìó âåê-
òîðíîìó ïîëþ g(x), êîòîðîå íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì âûðà-
æàåòñÿ óðàâíåíèåì:

d ? g∗(x) = 0, (3.5)
ãäå d � âíåøíèé äèôôåðåíöèàë, ? � îïåðàòîð Õîäæà.

Îäíàêî, íàäî ïîíèìàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíîãî íàáëþäàòåëÿ èñ-
êðèâëåíî, ïîñêîëüêó ëèíèÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè è ïîâåðõíîñòü èçìåðåíèÿ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò çàäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì g(x), à èìåí-
íî, åãî ëèíèè òîêà ñëóæàò äëÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè à îðòîãîíàëüíûå åìó
ïîâåðõíîñòè ñëóæàò äëÿ èçìåðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Êðî-
ìå òîãî, ðåàëüíûé íàáëþäàòåëü íå âèäèò äîñòóïíîãî àáñîëþòíîìó íà-
áëþäàòåëþ ïîëÿ g(x). Ïîýòîìó, åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü âàðèàöèîííîå
óðàâíåíèå, ñâÿçàííîå ñ ðåàëüíûì íàáëþäàòåëåì, òî äîëæíû îïðåäåëèòü
åãî â ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M , èíäóöèðîâàííîì âåêòîðíûì ïî-
ëåì g(x). Ìåòðèêà ìíîãîîáðàçèÿ M çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà ñèñòåìû
èç ÷åòûðåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, à èìåííî: êàñàòåëüíîé ê ëèíèè òîêà
x′0(φ), ïàðàìåòðèçîâàííîé óãëîâîé êîîðäèíàòîé öèëèíäðè÷åñêîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ, è òðåõ êàñàòåëüíûõ ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì îðòîãîíàëüíîé
3-ïîâåðõíîñòè x′1(r), x

′
2(r), x

′
3(r), ïàðàìåòðèçîâàííûì åâêëèäîâîé äëèíîé

öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïîñòóëèðîâàòü
ïðèíöèï ìèíèìàëüíîñòè ôîðìû ãèïåðáîëè÷åñêîé êðèâèçíû:

δ
∫

Ω
(∇ϕ +

∂ϕ
∂t

dt)2dx4 = 0, (3.6)

ãäå dx4 åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé ýëåìåíò îáúåìà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî, òî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ϕ(x, t) áóäåò ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, à ñàìî óðàâíåíèå 3.6 ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ âàðè-
àöèîííûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå îáû÷íî çàïèñûâàþò äëÿ ôóíêöèîíàëà
äåéñòâèÿ Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà:

δ
∫

∆M
RdV = 0 (3.7)

ãäå R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, dV � äèôôåðåíöèàëüíûé ýëåìåíò îáúåìà
ìíîãîîáðàçèÿ M .
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Âåðíåìñÿ, îäíàêî, ê òî÷êå çðåíèÿ àáñîëþòíîãî íàáëþäàòåëÿ è îáðà-
òèìñÿ ê äèíàìèêå îñîáåííîñòåé âåêòîðíîãî ïîëÿ g(x). Ïóñòü â ïðîñòàí-
ñòâå Ìèíêîâñêîãî òðàåêòîðèÿ îñîáåííîñòè X(τ), ïàðàìåòðèçîâàííàÿ àá-
ñîëþòíûì âðåìåíåì è èìåþùàÿ ïîñòîÿííóþ ïî ìîäóëþ ñêîðîñòü Ẋ, ãäå
|Ẋ| = 1

m , îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì óðàâíåíèåì:

δ
∫ X(T )

X(0)
m(g∗(x), dx) = δ

∫ T

0
(g(x), Ẋ)dτ = 0, (3.8)

ãäå òðàåêòîðèÿ îñîáåííîñòè X(τ) âàðüèðóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâ-
ñêîãî, â êîòîðîì çàäàíî âíåøíåå âåêòîðíîå ïîëå g(x). Çàìåòèì ïðè ýòîì,
÷òî â ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M , èíäóöèðîâàííîì âåêòîðíûì
ïîëåì g(x), óðàâíåíèþ 3.8 ñîîòâåòñòâóåò âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå

δ
∫

l
m|dx| = 0, (3.9)

ãäå âàðüèðóåòñÿ òðàåêòîðèÿ îñîáåííîñòè l. Åñëè â èíòåãðàëüíîì óðàâíå-
íèè 3.8 âçÿòü ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè, òî îíî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ:

Ẍ = κ = ∇ϕ +
∂ϕ
∂t

dt, (3.10)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûé ê òðàåêòîðèè âåêòîð äîëæåí ñîõðà-
íÿòü ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë íàêëîíà ê âíåøíåìó âåêòîðíîìó ïîëþ. Âîçü-
ìåì òåïåðü â åâêëèäîâîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî
îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òðàåêòîðèè îñîáåííîñòè x(τ) = prR3 X(τ) è
ôîðìû êðèâèçíû ïîëÿ g(x) ðàâíóþ ∇ϕ(x) = prR3 κ. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ
3.10 ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

ẍ(τ) = ∇ϕ(x), (3.11)

êîòîðîå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå Íüþòîíà îçíà÷àåò, ÷òî óñêîðåíèå ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè âî âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå íå çàâèñèò îò åå
ìàññû.

4 Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ìîäåëè
Ïîñìîòðèì òåïåðü êàê â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âèäèòñÿ ìèð ðåàëü-
íîìó íàáëþäàòåëþ, êîòîðîãî ìû ñâÿæåì ñ îñîáåííîñòüþ. Ïðåæäå âñåãî
çàìåòèì, ÷òî ðåàëüíûé íàáëþäàòåëü, èìåþùèé ïðÿìîëèíåéíóþ òðàåêòî-
ðèþ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, íå âèäèò îïðåäåëÿþùåãî àáñîëþòíûé
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âàêóóì âåêòîðà c, è ïîýòîìó íå ìîæåò èçìåðèòü âðåìÿ t. Âìåñòå ñ òåì,
èçìåðÿÿ ñêîðîñòè äðóãèõ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ îñî-
áåííîñòåé, îí óáåæäàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå c′,
çàäàííîå â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ìîæåò áûòü âçÿòî â êà÷åñòâå ýòà-
ëîíà äëÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Òåì ñàìûì,
ðåàëüíûé íàáëþäàòåëü äåëàåò âûâîä, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé
êîíòèíóóì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèåì îòíîñèòåëüíûì. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ðå-
àëüíûé íàáëþäàòåëü íå âèäèò íè åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ g(x), íè
åãî îòêëîíåíèé îò âåêòîðà c, íî îí âèäèò, ÷òî óñêîðåíèåì îñîáåííîñòåé
â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäàòåëÿ ìîæíî èçìåðèòü ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
ãðàâèòàöèè. Êðîìå òîãî, ðåàëüíûé íàáëþäàòåëü, ïîìåùåííûé âî âíåø-
íåå ñêàëÿðíîå ïîëå, ñìîæåò îáíàðóæèòü ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,
èíäóöèðîâàííîå åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì g(x). Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè îí èçìåðèò ìàñøòàáû âðåìåíè è ðàññòîÿíèé â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà
íàáëþäàòåëÿ ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, òî çàìåòèò äå-
ôîðìàöèþ ýòèõ ìàñøòàáîâ. Òåì ñàìûì, ðåàëüíîìó íàáëþäàòåëþ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé äåôîðìàöèè ïëîñêî-
ãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðåâðàùàþùåé åãî â ïñåâäîðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå, ïðè÷åì îí âèäèò, ÷òî ëîêàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ìíîãîîáðà-
çèÿ óñòðàíÿåòñÿ óñêîðåíèåì îñîáåííîñòè, îòêóäà îí äåëàåò âûâîä, ÷òî
òðàåêòîðèè îñîáåííîñòè åñòü ãåîäåçè÷åñêèå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ìîäåëü, â êîòîðîé äèíàìèêà òîïîëîãè-
÷åñêîé îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóåò äèíàìèêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå
òÿãîòåíèÿ. Êðîìå òîãî, ñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë òîïîëîãè÷åñêîé îñîáåí-
íîñòè, ñîãëàñîâàííûé ñ èíäóöèðîâàííîé èì ìåòðèêîé, ñâïàäàåò ñ íüþòî-
íîâûì ïîòåíöèàëîì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî, íà ðàññòîÿíèè
r îò öåíòðà öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ = m

r îñîáåí-
íîñòè èíäóöèðîâàííàÿ èì ìåòðèêà ðàâíà:

ds2 = e2ϕdt2 − e−2ϕdr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (4.1)

÷òî â ñèëó ïðèáëèçèòåëüíîãî ðàâåíñòâà e2ϕ ≈ 1 + 2ϕ, ñïðàâåäëèâîãî ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ϕ, ñîîòâåòñòâóåò ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â íàøåé
ìîäåëè ãðàâèòàöèè îòñóòñòâóþò ÷åðíûå äûðû. Äåéñòâèòåëüíî, ìåòðè-
êà, èíäóöèðîâàííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé êðèâèçíîé âåêòîðíîãî ïîëÿ, ýê-
âèâàëåíòíà ñîîòâåòñòâóþùåé äåôîðìàöèè ñâåòîâûõ êîíóñîâ, ëåæàùèõ
â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Â ñâîþ î÷åðåäü, ëîêàëüíî
äåôîðìàöèÿ ñâåòîâîãî êîíóñà âûçûâàåò óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ñâåòà (ò.å.
òàíãåíñà óãëà íàêëîíà èçîòðîïíîé ïðÿìîé, ëåæàùåé íà ñâåòîâîì êîíóñå,
ê îñè âðåìåíè), âûïóùåííîãî èç öåíòðà ýòîãî êîíóñà, ïðè÷åì ìàêñèìàëü-
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íîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè ñâåòà ðàâíî:

|c′| = |c|e2ϕ(x), (4.2)

ãäå ϕ(x) � çíà÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé êðèâèçíû âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷-
êå öåíòðà êîíóñà x. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ìîäóëü ñêîðîñòè ñâåòà
íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî ñîïóòñòâóþùåå ÷åðíûì äûðàì ïîíÿòèå ãî-
ðèçîíòà ñîáûòèé â íàøåé ìîäåëè îòñóòñòâóåò. Âìåñòå ñ òåì, íàðÿäó ñî
ñëåäñòâèÿìè ëîêàëüíîãî õàðàêòåðà, íàøà ìîäåëü îáëàäàåò åùå è íåêîòî-
ðûìè ãëîáàëüíûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âà-
êóóìíîå âåêòîðíîå ïîëå c ýâîëþöèîíèðóåò è ïðè ýòîì ãèïåðáîëè÷åñêèé
óãîë ìåæäó âàêóóìíûì âåêòîðíûì ïîëåì â íà÷àëüíûé è íàñòîÿùèé ìî-
ìåíò ýâîëþöèè ëèíåéíî çàâèñèò îò âðåìåíè ýâîëþöèè ϕ(τ) = Hτ , òîãäà
êîíñòàíòó H ìû ìîæåì ñâÿçàòü ñ êîñìîëîãè÷åñêèì ôàêòîðîì, â êîòîðîì
ëåãêî óãàäûâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîñòàíñòâî Ìèíêîâñêîãî R4 åñòü âñåãî
ëèøü âèäèìàÿ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà áîëåå ÷åòûðåõ èçìåðåíèé, à òî÷íåå,
ïóñòü R4 ñëóæèò áàçîé íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ðàññëîåíèå R4×S1, â êîòîðîì âåêòîðíîå ïîëå èññëåäóåìîãî íàìè ïîòîêà
äâèæóùåéñÿ ìàòåðèè íå ïàðàëëåëüíî áàçå ðàññëîåíèÿ, ïðè÷åì ãèïåð-
áîëè÷åñêèå óãëû (èçìåðÿåìûå â íàêðûòèè ðàññëîåíèÿ R4 × S1) ìåæäó
ýòèì âåêòîðíûì ïîëåì è îðòàìè áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñî-
ñòàâëÿþò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(x). Ïóñòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(x)
òàê âîçäåéñòâóåò íà äâèæåíèå òîïîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòè, ÷òî àáñîëþò-
íîå âðåìÿ äâèæåíèÿ îñîáåííîñòè ïî ïóòè l:

T =
∫

l
m|dx| (4.3)

äîëæíî áûòü ñêîððåêòèðîâàíî è ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè ðàâíî âðåìåíè äâè-
æåíèÿ îñîáåííîñòè âî âíåøíåì ïîëå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

T =
∫

l
m|dx|+

∫

l
(eA∗(x), dx), (4.4)

ãäå e � ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ñîáñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà îñî-
áåííîñòè. À ïîñêîëüêó èç âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé òîïîëîãè÷åñêàÿ îñîáåí-
íîñòü äâèæåòñÿ ïî òîìó ïóòè, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò íàèìåíüøåå àáñî-
ëþòíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ, òî ìû ïîëó÷èëè ïîëíóþ àíàëîãèþ ñ äâèæåíèåì
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Äîïóñòèì òå-
ïåðü, ÷òî â âåêòîðíîì ïîòåíöèàëå A(x) âñå êîìïîíåíòû êðîìå íóëåâîé
ðàâíû íóëþ. Òîãäà äëÿ àáñîëþòíîãî âðåìåíè äâèæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé
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îñîáåííîñòè ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

T =
∫ t

0
m
√

1− v2dt +
∫ t

0
eA∗

0(x)dt, (4.5)

ãäå v = dx
dt , è ñëåäîâàòåëüíî èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

dT
dt

= m
√

1− v2 + eA∗
0(x), (4.6)

êîòîðàÿ ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

L =
dT
dt

=
mv2

2
− U(x), (4.7)

ãäå U(x) = −eA∗
0(x), ñîâïàäàþùåìó ñ ëàãðàíæèàíîì L = dS

dt ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè
ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìèíèìàëüíîñòè êâàäðàòà
åãî ôîðìû êðèâèçíû:

δ
∫

d2A∗(x)dv = 0, (4.8)

òî ìû ïîëó÷èì åùå è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê òåì ñâîéñòâàì íàøåé ìîäåëè ãðàâèòàöèè, êîòî-

ðûå ïðîÿâëÿþòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâî
Ìèíêîâñêîãî íàìàòûâàåòñÿ íà öèëèíäðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå R3 × S1,
òî÷íåå ãîâîðÿ, åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàòåëÿ R3 ïðîêàòûâàåòñÿ
ïî öèëèíäðè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ R3×S1. Â ðàìêàõ äàííîãî ýâîëþöè-
îííîãî ïðîöåññà èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ôàçîâîì ìàñøòàáå àáñîëþòíîãî
âðåìåíè ýâîëþöèè τ :

φ =
π
h

τ =
π(x + t)

h
, (4.9)

ãäå φ � àçèìóòàëüíàÿ êîîðäèíàòà öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, x, t �
êîîðäèíàòû ïëîñêîñòè (x, t) ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, h � êîýôôèöè-
åíò ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Ôàçèðîâàíèå àáñîëþòíîãî âðåìåíè îçíà÷àåò, ÷òî
îíî ðàñùåïëÿåòñÿ (êâàíòóåòñÿ) è â ìîìåíòû âðåìåíè τn = hn

π , ãäå n ∈ N ,
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàáëþäàòåëÿ ëîæèòñÿ íà ñâîå ìåñòî â öèëèí-
äðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòå-
ëÿ íàèáîëåå âåðîÿòíû ñîáûòèÿ, âðåìåííàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîòîðûõ
êðàòíà âåëè÷èíå h

π .
Äàëåå ìû èññëåäóåì ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ îñîáåííîñòè íà

ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ R3×S1. Îäíàêî ïðåæäå ñäå-
ëàåì îäíî ìàòåìàòè÷åñêîå çàìå÷àíèå, èìåþùåå íåïîñðåäñòâåííîå îòíî-
øåíèå ê ýòîìó âîïðîñó. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
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âåðîÿòíîñòè íà ïðÿìîé, ò. å. òàêàÿ ôóíêöèÿ ρ(x), ÷òî
∫ +∞

−∞
ρ(x)dx = 1. (4.10)

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû eiπx, âîçíèêàþùåé ïðè êîìïàêòèôèêàöèè ïðÿ-
ìîé â îêðóæíîñòü, âû÷èñëèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìàòîæèäàíèå

M(eiπx) =
∫ +∞

−∞
ρ(eiπx)dx =

∫ +∞

−∞
eiπxρ(x)dx = peiπα. (4.11)

Òîãäà âåëè÷èíà peiπα, êîòîðóþ ìû íàçîâåì êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé âå-
ðîÿòíîñòè, ñîäåðæèò â ñåáå äâå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû, à èìåííî, ìàòîæèäàíèå eiπα êàê òàêîâîå è ñîñðåäîòî-
÷åííîñòü p ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ; ò. å., èíòåíñèâíîñòü ìàòîæèäàíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ρ(x) = δ(α), òî M(eiπx) = 1 ·eiπα, åñëè æå ρ(x) èìååò
ðàâíîâåðîÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî âñåé ïðÿìîé, òî M(eiπx) = 0.

Èòàê, êàêèå òðàåêòîðèè îñîáåííîñòè X(τ) ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå Ìèíêîâñêîãî, êîòîðîå íàìàòûâàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ? Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ìû ïðè-
ìåíèì ïðîöåäóðó, âîñõîäÿùóþ ê Ôåéíìàíó. Ïóñòü âåðîÿòíîñòíîå ïîâå-
äåíèå îñîáåííîñòè îïèñûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì ñëó÷àéíîãî áëó-
æäàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ R3 × S1, â êî-
òîðîì ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûé ïðîáåã. Â ïðîñòðàí-
ñòâå Ìèíêîâñêîãî ýòîìó ñëó÷àéíîìó ñîáûòèþ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àéíîå
âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ∆τ è ñëó÷àéíûé âåêòîð ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
∆X = (∆x, ∆t), ãäå ∆x � åãî ïðîåêöèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íà-
áëþäàòåëÿ, ∆t � åãî ïðîåêöèÿ íà îñü âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ, à îòíîøåíèå
äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ∆x

∆t ôîðìèðóåò ñëó÷àéíé âåêòîð ñêîðîñòè ñâî-
áîäíîãî ïðîáåãà v. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ñîáûòèé, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ ñ
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðîêàòûâàåìîãî ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðè÷å-
ñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ R3 × S1, ñâîáîäíîìó ïðîáåãó îñîáåííîñòè ñîîòâåò-
ñòâóåò òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà êàê ôàçîâîå âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
îñîáåííîñòè:

∆φ =
π∆τ(x)

h
=

πL(x)∆t
h

. (4.12)

Êðîìå òîãî, ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ôàçîâîãî âðåìåíè ïîä÷èíåíî çàêîíó, êîòîðûé áåç ó÷åòà íîðìèðî-
âî÷íîãî ìíîæèòåëÿ âûðàæàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôîðìóëîé ρ(∆φ) = e−∆φ,
à ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ei∆φ ìû áóäåì èìåòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

ρ(ei∆φ) = e−∆φei∆φ. (4.13)
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Îòêóäà, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, ïîëó÷èì ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè, ðåàëèçóåìîé çà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, à
èìåííî:

ρ(eiφ) =
t

∏

0

e−
πL(x)∆t

h ei πL(x)∆t
h = exp

(

−π
h

∫ t

0
L(x)dt

)

exp
(

iπ
h

∫ t

0
L(x)dt

)

.

(4.14)
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû eiφ

íåîáõîäèìî åùå ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì, ò.å.
âû÷èñëèòü âåëè÷èíó

M(eiφ) =
∑

exp
(

−π
h

∫ t

0
L(x)dt

)

exp
(

iπ
h

∫ t

0
L(x)dt

)

. (4.15)

Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìå-
íè âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ âàðèàöèÿ ôàçîâîãî âðåìåíè îñîáåííîñòè èìååò ïî-
÷òè íóëåâóþ èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè òàêîãî ñîáûòèÿ, â
òî âðåìÿ êàê íóëåâàÿ âàðèàöèÿ äàåò íåíóëåâóþ èíòåíñèâíîñòü, òî îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ îñîáåííîñòè äîëæíî áûòü
ìèíèìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå áîëüøîãî èíòåðâàëà âðåìåíè,
îñîáåííîñòü èìååò îïðåäåëåííóþ òðàåêòîðèþ, ÿâëÿþùþþñÿ ðåøåíèåì
âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îïðåäåëÿåò
äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Â ñâîþ î÷åðåäü, íà ìàëûõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè îñîáåííîñòü îïèñûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé
âåðîÿòíîñòè, äèíàìèêà êîòîðîé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì äèôôóçèè, ñîâïà-
äàþùèì ñ óðàâíåíèåì Ùðåäèíãåðà êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Îáðàòèìñÿ, íàêîíåö, ê âîïðîñó îá èçìåðåíèè ðåàëüíûì íàáëþäàòå-
ëåì âåëè÷èíû h, êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ (ñ òî÷êè çðåíèÿ àáñîëþòíîãî
íàáëþäàòåëÿ) ðàâíà èçìåðåííîé íà öèëèíäðå ôàçîâîé (óãëîâîé) äëèíå
îäíîãî âèòêà èíòåãðàëüíîé ëèíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ c. Îäíàêî, ïîñêîëü-
êó ìåòðèêó, èíäóöèðîâàííóþ âåêòîðíûì ïîëåì g(x), ìû ñòðîèëè òàê,
÷òîáû èçìåðåíèå íà öèëèíäðå ôàçîâîé (óãëîâîé) äëèíû îäíîãî âèòêà
èíòåãðàëüíîé ëèíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ g(x) äàâàëî ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó,
òî âåëè÷èíà h ñîõðàíÿåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé òàêæå è äëÿ ðåàëü-
íîãî íàáëþäàòåëÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ,
èíäóöèðîâàííîãî ïîëåì g(x) èëè óñêîðåíèåì íàáëþäàòåëÿ. Òåì ñàìûì,
åñëè âåëè÷èíó h ñîïîñòàâèòü ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, èçìåðåíèå êîòîðîé íå
çàâèñèò íè îò ñèëû òÿãîòåíèÿ, îêàçûâàåìîé íà íàáëþäàòåëÿ, íè îò óñêî-
ðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, òî ìû óâèäèì, ÷òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû h
íàøåé ìîäåëè ñîãëàñîâàíî ñ àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì (â êà÷åñòâå ìèðîâîé
êîíñòàíòû) ïîñòîÿííîé Ïëàíêà.
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5 Çàêëþ÷åíèå
Èòàê, íàìè ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâà�
âðåìåíè è ÷àñòèö ñ ïîìîùüþ äèíàìèêè âåêòîðíîãî ïîëÿ öèëèíäðè÷åñêî-
ãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ìàññû ïîòî-
êà ýòîãî ïîëÿ. Ñðàâíåíèå ñëåäñòâèé íàøåé ìîäåëè ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè
ôèçè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìû íàøëè
ñâîé ïóòü â ìíîãî÷èñëåííûõ ïîäõîäàõ ê îáúåäèíåíèþ òåîðèè òÿãîòåíèÿ è
êâàíòîâîé òåîðèè. Âìåñòå ñ òåì, ìíîãèå ñâîéñòâà íàøåé ìîäåëè îñòàëèñü
íåèçó÷åííûìè, íàïðèìåð, åùå òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñ îá îïèñàíèè
ôëóêòóàöèé ïîòîêà, íàðóøàþùèõ ìèíèìàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ äâè-
æóùåéñÿ ìàòåðèè. Îäíàêî, íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîäåëè ìîãóò îòêðûòüñÿ
òîëüêî íà ìíîãîîáðàçèè R3 × S3 × S1, â ÷àñòíîñòè, îæèäàåòñÿ, ÷òî â
ðàìêàõ òàêîé ðàñøèðåííîé ìîäåëè ìîæíî áóäåò äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ âñåì êàëèáðîâî÷íûì ïîëÿì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîñìîëîãè-
÷åñêèõ àñïåêòîâ âåêòîðíîé ìîäåëè ãðàâèòàöèè áûëî áû èíòåðåñíî òàêæå
èçó÷èòü äèíàìèêó ìèíèìàëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñåìèìåð-
íîé ñôåðû.
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