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Àííîòàöèÿ
Êîíöåïöèþ ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî íàéòè â òà-

êèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè êàê êîìáèíàòîðíûé àíàëèç, ïîëèëèíåé-
íàÿ àëãåáðà è àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ðåáåð n�ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà
áàçèñ n�ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, èçîìîðôíû ïîäñòàíîâêàì. Â ñâîþ
î÷åðåäü, âû÷èñëåíèå îðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà
êàê ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé íóëåâîå çíà÷åíèå íà
ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðàõ, ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ çíàêîïåðåìåí-
íîãî ïîëèëèíåéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàêîíåö, ïàðàëëåëåïèïåäû ëåã-
êî ìîãóò ñêëàäûâàòüñÿ â êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà è îáðàçîâûâàòü
öåïíûå êîìïëåêñû ñ ãðóïïîé ãîìîëîãèé â êà÷åñòâå òîïîëîãè÷åñêî-
ãî èíâàðèàíòà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Èìåÿ â âèäó âûøåïåðå÷èñëåí-
íûå ïðîíèêíîâåíèÿ ãåîìåòðèè â àëãåáðó è òîïîëîãèþ, ìû áóäåì
çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçâèâàòü àëãåáðî-òîïîëîãè÷åñêèé ôîðìà-
ëèçì, èìåþùèé îòíîøåíèå ê ïàðàëëåëåïèïåäàì, à çàòåì íàéäåì
åìó ïðèìåíåíèå â ðåøåíèè ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ
îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

1 Ïîäñòàíîâêè
Ïðåæäå âñåãî îáðàòèìñÿ ê îñíîâàíèÿì êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà, ò. å.
ê ïîíÿòèþ îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ, ãäå óñòîÿëèñü êëàññè÷åñêèå îïðåäå-
ëåíèÿ, è ïîýòîìó íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà óíèâåðñèòåòñêèé
ó÷åáíèê, íàïðèìåð, [1]. Îäíàêî, äàæå êëàññè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ èíî-
ãäà äîïóñêàþò îïðåäåëåííóþ ìîäåðíèçàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíà
òàêàÿ òðîéêà ìíîæåñòâ (A,B, F ), ÷òî F = {(a, b)} 6= ∅, ãäå a ∈ A, b ∈ B.
Òîãäà ìû îïðåäåëèì íåêëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ F ñ êëàññè-
÷åñêèì îáîçíà÷åíèåì f : A → B, èìåÿ â âèäó, ÷òî êàæäàÿ ïàðà èç F
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñòðåëêîé ñîîòâåòñòâèÿ a → b, ãäå b = f(a) äëÿ
îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ è b ∈ f(a) äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ.
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Âìåñòå ñ òåì, òðèïëåò (B, A, F−1), ãäå èìååò ìåñòî îáðàùåíèå âñåõ ñòðå-
ëîê, çàäàåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè ∀ a ∃ b (f(a) = b), òî ìû ãîâî-
ðèì îá îäíîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè âñåãî A è òåì ñàìûì âîçâðàùàåìñÿ ê
êëàññè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îá îòîáðàæåíèè. Ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ
F íà A′ ⊂ A ìû íàçîâåì òàêîå îòîáðàæåíèå f ′ = f |A′ : A′ → B, êîòîðîå
ñîîòâåòñòâóåò òðèïëåòó (A′, B, F ′), ãäå âêëþ÷åíèå F ′ ⊂ F ïîðîæäàåò-
ñÿ âêëþ÷åíèåì A′ ⊂ A; ò.å., èñêëþ÷åíèåì èç F ñòðåëîê, âûõîäÿùèõ èç
ïîäìíîæåñòâà A\A′.

Ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ âëå÷åò çà ñîáîé ðàñøèðåíèå òàêèõ
ïîíÿòèé êàê èíúåêòèâíîå è ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Èíúåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì ìîæíî áûëî áû íàçâàòü òàêîå F , êîòîðîå ñâîèì ïåðâûì
àðãóìåíòîì èñ÷åðïûâàåò A, è â êîòîðîì íåò ñõîäÿùèõñÿ ñòðåëîê, ò. å. îò-
ñóòñòâóþò ïàðû (x, b), (y, b), èíà÷å ãîâîðÿ, ∀x 6= y ∈ A ⇒ f(x)∩f(y) = ∅.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ìîæíî áûëî áû íàçâàòü
òàêîå F , êîòîðîå ñâîèì âòîðûì àðãóìåíòîì èñ÷åðïûâàåò B, è â êîòîðîì
íåò ðàñõîäÿùèõñÿ ñòðåëîê, ò. å. îòñóòñòâóþò ïàðû (a, x), (a, y), èíà÷å ãî-
âîðÿ, ∀ b ∃ a (f(a) = b). Êâàçèèíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ìîæíî íà-
çâàòü òàêîå F , êîòîðîå èñ÷åðïûâàåò A, è â êîòîðîì íåò ðàñõîäÿùèõñÿ
ñòðåëîê, èíà÷å ãîâîðÿ, ∀ a ∃ b (f(a) = b). Êâàçèñþðúåêòèâíûì îòîáðà-
æåíèåì ìîæíî íàçâàòü òàêîå F , êîòîðîå èñ÷åðïûâàåò B, è â êîòîðîì íåò
ñõîäÿùèõñÿ ñòðåëîê, èíà÷å ãîâîðÿ, ∀ b ∃! a (f(a) = b). Íàêîíåö, ñòðîãî
èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ìîæíî íàçâàòü îòîáðàæåíèå, èíúåêòèâíîå
â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ò. å. òàêîå, ÷òî ∀ x 6= y ∈ A ⇒ f(x) 6= f(y).
Àíàëîãè÷íî, ñòðîãî ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ìîæíî íàçâàòü îòî-
áðàæåíèå, ñþðúåêòèâíîå â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Âìåñòå ñ òåì, â ïîíÿòèå
áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ìû, ïî�ïðåæíåìó, âêëàäûâàåì êëàññè÷åñêèé
ñìûñë.

Ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó âñåìè ýòèìè òèïàìè îòîáðàæåíèé îòðàæåíû
â íèæåñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ óòâåðæäåíèÿõ.

1.1 Ïðåäëîæåíèå. Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îäíîâðåìåííî èíúåêòèâ-
íî è ñþðúåêòèâíî

1.2 Ïðåäëîæåíèå. Ñóæåíèå áèåêöèè ñòðîãî èíúåêòèâíî

1.3 Ïðåäëîæåíèå. Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå èíúåêòèâíîìó (êâàçèèíú-
åêòèâíîìó), ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé (êâàçèñþðúåêöèåé)

Òåïåðü, â ðàìêàõ âûøåïðèíÿòîãî ôîðìàëèçìà, íàì áóäåò ëåãêî îïðå-
äåëèòü îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå ïîíÿòèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðîèç-
âîëüíóþ áèåêöèþ èç òðèïëåòà (A,A, F ) íàçûâàòü ïîäñòàíîâêîé, à ïðî-
ñòåéøóþ ïîäñòàíîâêó � òðàíñïîçèöèåé, òî ðàçìåùåíèå áåç ïîâòîðåíèé
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ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñòðîãóþ èíúåêöèþ, à ðàçìåùåíèå ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè � êàê êâàçèèíúåêöèþ. Ïðèìåì òàêæå óäîáíóþ íàì ñèñòåìó îáî-
çíà÷åíèé. Åñëè çàäàíû ìíîæåñòâà I = {1, . . . , n}, J = {1, . . . ,m}, ãäå
m ≤ n, òîãäà îòîáðàæåíèå /J/ := /i1, . . . , ij, . . . , im/ : J → J ïóñòü îáî-
çíà÷àåò ïðîèçâîëüíóþ ïîäñòàíîâêó m ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J , à sgn /J/
� çíàê ÷åòíîñòè ýòîé ïîäñòàíîâêè; îòîáðàæåíèå [J ] := [i1, . . . , ij, . . . , im] :
J → I ïóñòü îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîå ðàçìåùåíèå èç n ïî m ñ ïî-
âòîðåíèåì. Îòîáðàæåíèå 〈J〉 := 〈i1, . . . , ij, . . . , im〉 : J → I îáîçíà÷à-
åò ïðîèçâîëüíîå ðàçìåùåíèå èç n ïî m áåç ïîâòîðåíèé; îòîáðàæåíèå
(J) := (i1, . . . , ij, . . . , im) : J → I ïóñòü îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîå óïîðÿ-
äî÷åííîå ðàçìåùåíèå, ò. å. òàêîå 〈J〉 â êîòîðîì ij < ij+1. Íàêîíåö, åñëè
ìíîæåñòâî {J} := {i1, . . . , ij, . . . , im} îáîçíà÷àåò ó íàñ ïðîèçâîäíîå îò (J)
ïîäìíîæåñòâî I, ñîñòîÿùåå èç m ýëåìåíòîâ îáðàçà ðàçìåùåíèÿ (J), òîãäà
îòîáðàæåíèå /(J)/ := /(i1, . . . , ij, . . . , im)/ : {J} → {J} ïóñòü îáîçíà÷à-
åò ïðîèçâîëüíóþ ïîäñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {J}, ñîîòâåòñòâåííî
sgn /(J)/ � çíàê ÷åòíîñòè ýòîé ïîäñòàíîâêè.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå /(J )̂ij/ : (i1, . . . , ij, . . . , im) → (i1, . . . , îj, . . . , im)ij
îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ îò (J) è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà {J} ïîäñòàíîâ-
êó èçúÿòèÿ ýòîãî ýëåìåíòà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ýëåìåíò ij ïåðåõîäèò
â êîíåö à îñòàëüíûå ýëåìåíòû, ïîñëå ïåðåíîñà ij, îñòàþòñÿ óïîðÿäî÷åí-
íûìè ïî âîçðàñòàíèþ. Íàðÿäó ñ èçúÿòèåì ýëåìåíòà èç óïîðÿäî÷åííîãî
ìíîæåñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðèñîåäèíåíèå ýëåìåíòà ñ ïîñëåäóþ-
ùèì óïîðÿäî÷èâàíèåì. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïîäñòàíîâêó /(J)ǩ/, ãäå k ∈
{J ′} = I \ {J}, êîòîðóþ ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ïîäñòàíîâêó óïîðÿäî÷è-
âàíèÿ ìíîæåñòâà {(J), k}. Âñå ýòè ïîäñòàíîâêè îáëàäàþò ñâîéñòâîì àí-
òèêîììóòàòèâíîñòè èõ ÷åòíîñòåé, òàê ÷òî sgn /(J )̂ij îk/ = − sgn /(J )̂ik îj/,
à sgn /(J)ǰǩ/ = − sgn /(J)ǩǰ/.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ïîäñòàíîâêè ÷àñòè÷íîãî íàðóøåíèÿ óïîðÿäî-
÷åííîñòè ìíîæåñòâà I. Ïðèíèìàåì, ÷òî îáðàç ïîäñòàíîâêè /J, J ′/ : I →
{(J), (J ′)}, ãäå {J ′} = I \ {J}, îáðàçîâàí ìíîæåñòâàìè {J} è {J ′}, óïî-
ðÿäî÷åííûìè ïî îòäåëüíîñòè, à ïîäñòàíîâêà /(J, J ′)/ : {(J), (J ′)} →
{(J ′), (J)} ïîäðàçóìåâàåò ïåðåñòàíîâêó óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà,
ïîñêîëüêó /J ′, J/ = /J, J ′/ ∗ /(J, J ′)/ à sgn /(J, J ′)/ = (−1)m(n−m), òî ìû
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî sgn /J, J ′/ · sgn /J ′, J/ = (−1)m(n−m).

2 Çíàêîïåðåìåííûå ïðîèçâåäåíèÿ
Àëãåáðà çíàêîïåðåìåííûõ ïîëèëèíåéíûõ ïðîèçâåäåíèé õîðîøî èçó÷åíà,
è ïîýòîìó ìîæíî ñîñëàòüñÿ, íàïðèìåð, íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ãëàâó â [2]
èëè [8]. Çäåñü æå ìû, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ÷åòíîñòè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
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÷åííûõ ïîäñòàíîâîê è ïîäñòàíîâîê èçúÿòèÿ (ïðèñîåäèíåíèÿ), êîñíåìñÿ
ëèøü îòäåëüíûõ âîïðîñîâ.

Ïðåæäå âñåãî îáðàòèìñÿ ê ïîëèëèíåéíûì ïðîèçâåäåíèÿì â öåëîì.
Ïóñòü L îçíà÷àåò n�ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R à (ei)I � åãî
áàçèñ. Ïóñòü òàêæå Tm(L) îçíà÷àåò nm�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R à
(e[J ]){[J ]} � åãî áàçèñ. Òîãäà ìû ìîæåì ÿâíî ïðåäñòàâèòü òåíçîðíîå ïî-
ëèëèíåéíîå ïðîèçâåäåíèå, åñëè çàïèøèì

x1 ⊗ · · · ⊗ xm : Lm → Tm(L) : (x1, . . . , xm) →
∑

{[J ]}

∏

ij∈[J ]

xije[J ],

ãäå xij îçíà÷àåò j�þ êîîðäèíàòó âåêòîðà xi. Ïîñêîëüêó e[i1 ⊗ · · · ⊗ eim] =
e[J ], òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà {e[i1 ⊗ · · · ⊗ eim]}{[J ]} èçîìîðôíà
òåíçîðíîìó ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó Tm(L).

Ñôîðìèðóåì òåïåðü äâà çíàêîïåðåìåííûõ ïîëèëèíåéíûõ ïðîèçâåäå-
íèÿ, à èìåííî, âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

x1 ∧ · · · ∧ xm : Lm → Λm(L) :

(x1, . . . , xm) →
∑

{(J)}

e(J)
∑

{/(J)/}

sgn /(J)/
∏

ij∈/(J)/

xij =
∑

{(J)}

det(xij)
{J}
J e(J),

ãäå Λm(L) ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëèâåêòîðîâ, èçîìîðôíîå ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êå ìíîæåñòâà {e(i1 ∧ · · · ∧ eim)}{(J)}; è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

x1 × · · · × xm : Lm → Λn−m(L) :

(x1, . . . , xm) →
∑

{(J ′)}

sgn /J, J ′/ det(xij)
{J}
J e(J ′),

ãäå {J ′} = I \ {J}. Âñåì ýòèì ïðîèçâåäåíèÿì ãàðàíòèðîâàíà çíàêîïåðå-
ìåííîñòü, ïîñêîëüêó ïðè òðàíñïîçèöèè ïðîèçâîëüíîé ïàðû âåêòîðîâ èç
íàáîðà (x1, . . . , xm) çíàêè ÷åòíîñòåé âñåõ ïîäñòàíîâîê /(J)/ ìåíÿþòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíûå. Êðîìå òîãî, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî

2.1 Ïðåäëîæåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ (x1, . . . , xm) ëèíåéíî çàâèñèìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 ∧ · · · ∧ xm = x1 × · · · × xm = 0

Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîëíû, åñëè ñèñòåìà (x1, . . . , xm) ëèíåéíî
çàâèñèìà, òî det(xij)

{J}
J = 0 ∀(J) ∈ {(J)}, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñèñòå-

ìà (x1, . . . , xm) ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñèñòåìû è ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ áàçèñà (e1, . . . , en) ìàòðèöà
(xij)I

J ïðèâîäèòñÿ ê òðàïåöåèäàëüíîìó âèäó ñ m íåíóëåâûìè ñòðîêàìè è

4



íåíóëåâîé äèàãîíàëüþ (xii)J , â ñèëó ÷åãî det(xij)J
J 6= 0. Çäåñü ìû âîñ-

ïîëüçîâàëèñü òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñîõðàíÿþò íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ è îäíîâðåìåííî ñîõðàíÿþò
ðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâî) íóëþ îïðåäåëèòåëÿ, à ïîäñòàíîâêè áàçèñà íå çà-
íóëÿþò íè âíåøíåãî íè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òåì ñàìûì, âíåøíåå
è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ èìå-
þò ïî êðàéíåé ìåðå ïî îäíîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòå, à ñëåäîâàòåëüíî
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðîñòðàíñòâî ïîëèâåêòîðîâ Λm(L) èíòåðåñíî åùå è òåì, ÷òî äëÿ íåãî
ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïîíèæàþùèé è ïîâûøàþùèé ãðàíè÷íûå ãîìî-
ìîðôèçìû, à èìåííî,

δ : Λm(L) → Λm−1(L) : e(J) →
∑

j∈{J}

sgn /(J)ĵ/ · e ˆ(J),

ãäå ˆ(J) îçíà÷àåò óïîðÿäî÷åííóþ ïîäñòàíîâêó èçúÿòèÿ /(J)ĵ/, è

d : Λm(L) → Λm+1(L) : e(J) →
∑

j∈I\{J}

sgn /(J)ǰ/ · e ˇ(J),

ãäå ˇ(J) îçíà÷àåò óïîðÿäî÷åííóþ ïîäñòàíîâêó ïðèñîåäèíåíèÿ /(J)ǰ/.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â ïîëèâåêòîðå δδ(x) áàçèñíûå ýëåìåíòû îá-
ðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ èçúÿòèé äâàæäû, òî â ñèëó ñâîéñòâà àíòèêîììó-
òàòèâíîñòè ÷åòíîñòåé ïîäñòàíîâîê ñ èçúÿòèåì ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî
δδ(x) = 0 äëÿ âñÿêîãî ïîëèâåêòîðà x. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî
dd(x) = 0.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîñòðàíñòâó L, â êîòîðîì çàäàí ôóíêöèîíàë
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü E áóäåò ïðîèçâîëüíûì n�ìåðíûì åâ-
êëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî

x1 ∧ · · · ∧ xm · y1 ∧ · · · ∧ ym = det(xi · yj)J ,

òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èíäóöèðóåì èç E â Λm(E) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ïîëèâåêòîðîâ. Åñëè âçÿòü êâàäðàò ïîëèâåêòîðà x1∧· · ·∧xm, ò. å. åãî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ñåáÿ, òîãäà ìû ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü Ãðàìà
ñèñòåìû âåêòîðîâ (x1, . . . , xm), ðàâåíñòâî íóëþ êîòîðîãî ýêâèâàëåíòíî
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ýòîé ñèñòåìû. Ëèíåàðèçàöèÿ îïðåäåëèòåëÿ Ãðà-
ìà, ò. å. êîðåíü êâàäðàòíûé èç åãî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëèëèíåéíóþ (íî íå çíàêîïåðåìåííóþ) ôóíêöèþ, êîòîðóþ îáû÷-
íî îòîæäåñòâëÿþò ñ îáúåìîì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà ñèñòåìó
(x1, . . . , xm). Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå óñòàíàâëèâàåò èçî-
ìîðôèçì ìåæäó E è äóàëüíûì ê íåìó ïðîñòðàíñòâîì E∗ ñ áàçèñîì (εi)I ,
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äâîéñòâåííûì ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó (ei)I , ò. å.

∗ : E→ E∗ : x → x∗ : 〈x∗, y〉 = x · y (∀ x, y ∈ E) :

〈e∗i , ei〉 = ei · ei : e∗i = ei · eiεi,

êîòîðûé èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì Tm(E) ' Tm(E∗). Â ÷àñòíîñòè, èçî-
ìîðôèçì Λm(E) ' Λm(E∗) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó m�
âåêòîðàìè è m�ôîðìàìè ïî ôîðìóëå

∗ :
∑

xJeJ →
∑

x∗JεJ :
∑

{(J)}

x(J)e(i1 ∧ · · ·∧ eim) →
∑

{(J)}

x(J)e(∗i1 ∧ · · ·∧ e∗im).

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî åâêëèäîâà ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà çà-
äàåò îïåðàòîð äóàëèçàöèè Õîäæà

? : Λm(E) → Λn−m(E) :
∑

xJeJ → 〈∗
∑

xJeJ , ε〉 :
∑

xJeJ → sgn /J, J ′/
∑

x∗JeJ ′ ,

ãäå äèñêðèìèíàíò ε := e1∧· · ·∧en ïðè ñâîðà÷èâàíèè ñ m�ôîðìîé eJ ïðè-
îáðåòàåò çíàê ïîäñòàíîâêè eJ∧eJ ′ := e(i1∧· · ·∧eim)∧e(im+1∧· · ·∧ein). Âïðî-
÷åì, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëîæèòåëüíîé ñèãíàòóðîé, ãäå x∗J =
xJ , ìû ïîëó÷èì ? : Λm(E) → Λn−m(E) :

∑

xJeJ → sgn /J, J ′/
∑

xJeJ ′ .
Òåì ñàìûì, íàøå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç ÷åòíîñòü
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïîäñòàíîâîê ñîãëàñîâàíî ñ îïðåäåëåíèåì îïå-
ðàòîðà äóàëèçàöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëîæèòåëüíîé ñèãíà-
òóðîé ÷åðåç ñâîðà÷èâàíèå ñ äèñêðèìèíàíòîì.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ãëàäêèì äèôôåðåíöèàëüíûì ôîðìàì. Ïóñòü äà-
íî ïîëå ãëàäêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ m�ôîðì a(x) =

∑

aJ(x)dxJ , ãäå
J := (J), dxJ := dx(i1 ∧ · · · ∧ dxim) è aJ(x) � ïðîèçâîëüíûå ãëàä-
êèå îòîáðàæåíèÿ èç L â R. Íàïîìíèì, ÷òî âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì
äèôôåðåíöèàëüíîé m�ôîðìû a(x) =

∑

aJ(x)dxJ è äèôôåðåíöèàëü-
íîé 1�ôîðìû b(x) =

∑

n bi(x)dxi íàçûâàþò (m+1)�ôîðìó a(x) ∧ b(x) =
∑

bi(x)aJ(x) sgn J̌dxJ̌ , ãäå J̌ åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ ïîäñòàíîâêà ïðèñîåäè-
íåíèÿ /(J)i/, ò.å. âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëòàòå âíåøíåãî
ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ôîðì è ïîäñòàíîâîê ïðèñîåäèíåíèÿ, ïðåîáðàçóþùèõ
áàçèñíûå ýëåìåíòû dxJ ∧ dxi ê óïîðÿäî÷åííîìó âèäó dxJ̌ .

Âìåñòå ñ òåì, ïîìèìî âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñóùåñòâóåò âíóòðåí-
íåå ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé m�ôîðìû a(x) =

∑

aJ(x)dxJ íà
âåêòîðíîå ïîëå b̄(x) =

∑

n bi
∂

∂xi
, ïîä êîòîðûì ïîíèìàþò ñâåðòêó ïîëÿ

ôîðìû ñ ïîëåì âåêòîðà. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó òàêîãî îïðå-
äåëåíèÿ âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ, îáðàòèì âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî
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äëÿ ñâîðà÷èâàíèÿ íåîáõîäèìî, âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêè èçúÿòèÿ, ïðèâå-
ñòè ôîðìó a(x) =

∑

aJ(x)dxJ ê âèäó
∑

aJ(x) sgn ĴdxĴ ∧ dxi, à çàòåì,
çàìåíèâ â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå íà dxi íà ïðîèç-
âåäåíèå íà ÷èñëî bi(x), ïîëó÷èòü óæå èñêîìîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå
〈a(x), b̄(x)〉 =

∑

bi(x)aJ(x) sgn ĴdxĴ .
Âíåøíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ãëàäêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû (äèôôå-

ðåíöèàë) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé da(x) =
∑

dJ̌a(x)dxJ̌ =
∑

daJ(x) ∧ dxJ ,
ãäå daJ(x) =

∑

n
∂aJ (x)

∂xi
dxi. Òîãäà, â ñèëó ñâîéñòâà àíòèêîììóòàòèâíî-

ñòè ïîäñòàíîâîê óïîðÿäî÷èâàíèÿ ñ ïðèñîåäèíåíèåì, êîòîðûå âîçíèêàþò
ïðè ïîâòîðíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè, ìû ïîëó÷èì òîæäåñòâî dda(x) = 0,
õàðàêòåðèçóþùåå âíåøíþþ ïðîèçâîäíóþ êàê ïîâûøàþùèé ãðàíè÷íûé
ãîìîìîðôèçì.

Óñòàíîâèì òåïåðü åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî âíåøåíåé ïðîèçâîä-
íîé. Ïóñòü äàí òàêîé ïðîèçâîëüíûé ïðåäåëüíî ìàëûé âåêòîð ∆x =
∑

n ∆xi =
∑

n ∆xiei, ÷òî èç íåãî ìîæíî ñôîðìèðîâàòü íåíóëåâîé (m+1)�
âåêòîð ∆ =

∑

∆xJ̌ , ãäå ∆xJ̌ := ∆x(i1 ∧ · · · ∧ ∆xim+1), è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé åìó m�âåêòîð δ∆ =

∑

∆xJ , ãäå ∆xJ = ∆x(i1 ∧ · · · ∧ ∆xim). Òî-
ãäà 〈da(x), ∆〉 =

∑

〈dJ̌a(x)dxJ̌ , ∆xJ̌〉, ãäå 〈dJ̌a(x)dxJ̌ , ∆xJ̌〉 = dJ̌a(x) ·
∆xi1 · · ·∆xim+1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçëîæèâ â ýòîì âûðàæåíèè êîìïî-
íåíòó äèôôåðåíöèàëà è êîìïîíåíòó ïîëèâåêòîðà, ìû áóäåì èìåòü âûðà-
æåíèå 〈dJ̌a(x)dxJ̌ , ∆xJ̌〉 = 〈

∑

n
∂aJ (x)

∂xi
dxi∧dxJ ,

∑

n ∆xi∧∆xJ〉, è åñëè çàòåì
ñâåðíåì 1�ôîðìó è âåêòîð, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 〈dJ̌a(x)dxJ̌ , ∆xJ̌〉 =
〈
∑

m+1[aJ(x + ∆xi) − aJ(x))]dxJ ,
∑

m+1 ∆xJ〉. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî
óòâåðæäåíèå

2.2 Ïðåäëîæåíèå. 〈da(x), ∆〉 = 〈[a(x + ∆x)− a(x)], δ∆〉

Äàííîå ïðåäëîæåíèå ìû ïðèìåíèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðè âûâîäå
ôîðìóëû Ñòîêñà, ãäå ïðåäåëüíî ìàëûå âåêòîðà ñëóæàò îñòîâîì äëÿ ïðå-
äåëüíî ìàëîãî ïàðàëëåëåïèïåäà à èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòè îòî-
æäåñòâëÿåòñÿ ñ ñóììèðîâàíèåì ñâåðòîê äèôåðåíöèàëüíîé ôîðìû è ïî-
ëèâåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ïàðàëëåëåïèïåäàì. Ñåé÷àñ æå, çàìå-
òèì òîëüêî, ÷òî âåëè÷èíà 〈da(x), ∆〉 õàðàêòåðèçóåò ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðè-
ðàùåíèÿ ñâåðòêè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû â òî÷êå x è ïîëèâåêòîðà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíÿì ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïîñòðîåííûõ íà ïðåäåëü-
íî ìàëûõ âåêòîðàõ, ïðè ñäâèãå êàæäîé ãðàíè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ è
ñîîòâåòñòâóþùåì èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû.
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3 Ïàðàëëåëåïèïåäû
Íà÷íåì ìû ñ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, êîòîðîå
çäåñü ïîâòîðèì, ñîñëàâøèñü íà óíèâåðñèòåòñêèé ó÷åáíèê [3].

3.1 Îïðåäåëåíèå. Ïàðàëëåëåïèïåäîì πm, íàòÿíóòûì íà ñèñòåìó ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xm, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè x0 n�
ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x0 +
∑

m αixi, çàäàâàåìîå óñëîâèåì 0 ≤ αi ≤ 1 ∀ i ∈ J .

Çàòåì, â äîïîëíåíèå ê ýòîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîíÿòèþ, ìû äàäèì
àëãåáðàè÷åñêîå ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.

3.2 Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûì ïàðàëëåëåïèïåäîì íàçûâàåòñÿ
ïàðàëëåëåïèïåä, â êîòîðîì îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàäàíî íàïðàâëåíèå
âñåõ öåïî÷åê ðåáåð x/i1 , . . . , xim/. Íàïðàâëåíèå öåïî÷êè îò x0 ê x0+

∑

m xi

ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à îáðàòíîå � îòðèöàòåëüíûì. Åñëè â ïàðàë-
ëåëåïèïåäå âñåì ÷åòíûì öåïî÷êàì (öåïî÷êàì ñ ÷åòíûìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè ðåáåð) çàäàòü ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå, à íå÷åòíûì � îò-
ðèöàòåëüíîå, òî òàêîé ïàðàëëåëåïèïåä íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåí-
òèðîâàííûì è îáîçíà÷àåòñÿ +πm, ò. å. sgn πm = +1. Â îáðàòíîì ñëó÷àå
ïàðàëëåëåïèïåä íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì è îáîçíà÷à-
åòñÿ −πm, ò. å. sgn πm = −1.

Íà îñíîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ìû ïîëàãàåì, ÷òî ãðàíÿ-
ìè ïàðàëëåëåïèïåäà πm ñëóæàò 2m ïàðàëëåëåïèïåäîâ πm−1, à èìåííî,
m ïàðàëëåëåïèïåäîâ πm−1

∗j , íàòÿíóòûõ íà ïîäñèñòåìû m − 1 âåêòîðîâ,
ïîëó÷åííûõ èñêëþ÷åíèåì âåêòîðà xj, ãäå j ∈ J , èç ñèñòåìû x1, . . . , xm, è
âûõîäÿùèõ èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0, à òàêæå m ïàðàëëåëåïèïåäîâ πm−1

j∗ ,
âûõîäÿùèõ èç m òî÷åê x0 + xi è íàòÿíóòûõ ñîîòâåòñòâåííî íà ïîäñè-
ñòåìû áåç xj êàæäûé. Òàêèì îáðàçîì, ó ïàðàëëåëåïèïåäà 2m âåðøèí,
2m ãðàíåé, è m2m−1 ðåáåð. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå ãðàíè ãðàíåé ïàðàë-
ëåëåïèïåäà πm ñîåäèíÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðû ñîñåäíèõ ãðàíåé, ò. å.
πm−1

j∗ ∩ πm−1
k∗ = πm−2

jk∗ , πm−1
∗j ∩ πm−1

∗k = πm−2
∗jk , πm−1

j∗ ∩ πm−1
∗k = πm−2

j∗k , ãäå
j 6= k.

3.3 Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ ïàðàëëåëåïèïåäà
íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàííûõ åãî
ãðàíåé. Îðèåíòàöèÿ ãðàíåé πm−1

∗j ïàðàëëåëåïèïåäà ñîîòâåòñòâóåò ÷åò-
íîñòè ïîäñòàíîâîê /(1, . . . , m)ĵ/ à ãðàíè πm−1

j∗ , ïðîòèâîïîëîæíûå ãðà-
íÿì πm−1

∗j , èìåþò òàêæå è ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ. Èíà÷å ãîâîðÿ,
sgn πm−1

∗j = − sgn πm−1
j∗ = sgn /(1, . . . , m)ĵ/.
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Òîãäà, â ñèëó àíòèêîììóòàòèâíîñòè ïîäñòàíîâîê ñ èçúÿòèåì, ìû ïî-
ëó÷èì îäíî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî

3.1 Ïðåäëîæåíèå. Îáùèå ãðàíè ñîñåäíèõ ãðàíåé îðèåíòèðîâàííîé ïî-
âåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà èìåþò â íèõ ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòà-
öèþ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïàðàëëåëåïèïåäå πm−1
∗j îðèåíòàöèÿ ãðàíè πm−2

∗jk ðàâ-
íà sgn /(1, . . . , m)ĵk̂/ à â ïàðàëëåëåïèïåäå πm−1

∗k îðèåíòàöèÿ ýòîé æå ãðàíè
ðàâíà sgn /(1, . . . , m)k̂ĵ/. Àíàëîãè÷íî, â ïàðàëëåëåïèïåäå πm−1

j∗ îðèåíòà-
öèÿ ãðàíè πm−2

jk∗ ðàâíà sgn /(1, . . . , m)ĵk̂/ à â ïàðàëëåëåïèïåäå πm−1
k∗ åå

îðèåíòàöèÿ ðàâíà sgn /(1, . . . , m)k̂ĵ/. Âìåñòå ñ òåì, â ïàðàëëåëåïèïåäå
πm−1

j∗ îðèåíòàöèÿ ãðàíè πm−2
j∗k ðàâíà − sgn /(1, . . . , m)ĵk̂/ à â ïàðàëëåëå-

ïèïåäå πm−1
∗k åå îðèåíòàöèÿ ðàâíà − sgn /(1, . . . , m)k̂ĵ/.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ îðèåíòèðîâííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà äî-
ïóñêàåò ôîðìàëèçàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü êðàòíîñòü îðè-
åíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ðåàëèçóåìóþ ïîñðåäñòâîì ðàññëîåíèÿ
öåïî÷åê åãî ðåáåð, òî àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ÷èñåë ïîëîæèòåëüíî
è îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ñëîåâ ìîæíî çàäàâàòü íåêîòîðûì
ïðîèçâîëüíûì öåëûì ÷èñëîì. Òåì ñàìûì, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î z-
îðèåíòèðîâàííîì ïàðàëëåëåïèïåäå zπm, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
àáåëåâîé ãðóïïû Πm, èçîìîðôíîé Z.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ÷å-
ðåç âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ãîìîëîãè÷åñêîé ñåòè ïàðàëëåëåïèïåäîâ
äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå äî ïîíÿòèÿ êëåòî÷íîé ïîâåðõíîñòè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïàðàëëåëåïèïåä πm â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí ãåî-
ìåòðè÷åñêè, ÷åðåç ñîáñòâåííûå (m − 1)-ìåðíûå ãðàíè òàê, ÷òî íîâûé
m-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä íàòÿãèâàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ, íî óæå ñóùå-
ñòâóþùóþ ãðàíü, è íåêîòîðûé íîâûé âåêòîð, íå ëåæàùèé â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå ýòîé ãðàíè. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåäû ãîìåîìîðôíî
îòîáðàæàþòñÿ â êëåòêè, êîòîðûå ñàìè ñåáÿ íå ïåðåñåêàþò, òîãäà êîíå÷-
íîå èëè ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ πm, ïðîèçâîëü-
íûå ïàðû êîòîðûõ ëèáî âîâñå íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ñâî-
èìè îáùèìè ãðàíÿìè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ m-ìåðíûì êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì. Îäíîñâÿçíîé m-ìåðíîé êëåòî÷íîé
ïîâåðõíîñòüþ Ωm ìû íàçîâåì òàêîé m-ìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ, â
êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæåò áûòü ñîåäèíåíà
â öåïü, ñâÿçàííóþ îáùèìè (m − 1)-ìåðíûìè ãðàíÿìè åå çâåíüåâ � ñî-
ñåäíèõ êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Åñëè âñå êëåòêè-ïàðàëëåëåïèïåäû îä-
íîñâÿçíîé êëåòî÷íîé ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ñâîèìè îáùèìè
ãðàíÿìè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè è êàæäàÿ îáùàÿ ãðàíü ðàçìåðíîñòè
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(m − 1) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íå áîëåå 2 êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ, òî
ìû ãîâîðèì îá îäíîñâÿçíîé êëåòî÷íîé ïîâåðõíîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷å-
íèé èëè î êëåòî÷íîì ìíîãîîáðàçèè. Ãðàíèöåé dΩm êëåòî÷íîãé ïîâåðõ-
íîñòè Ωm ìû íàçîâåì îáúåäèíåíèå âñåõ (m − 1)-ìåðíûõ ãðàíåé êëåòîê-
ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïîâåðõíîñòè Ωm çà âû÷åòîì åå îáùèõ ãðàíåé. Ïî-
ñêîëüêó âñå ãðàíè ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà ÿâëÿþòñÿ îáùèìè ãðàíÿìè,
òî è âñå ãðàíè (m-1)-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ îáùè-
ìè ãðàíÿìè, à ñëåäîâàòåëüíî ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îäíîñâÿç-
íûõ (m-1)-ïîâåðõíîñòåé áåç ãðàíèö.

Òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíûì (ãîìåîìîðôíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì
êëåòî÷íîé ïîâåðõíîñòè ñ ãðàíèöåé ìû íàçîâåì òàêîå ïðèñîåäåíåíèå ê åå
ãðàíèöå íîâîé êëåòêè-ïàðàëëåëåïèïåäà èëè èçúÿòèå óæå ñóùåñòâóþùåé
êëåòêè-ïàðàëëåëåïèïåäà, êîòîðîå íå íàðóøàåò ñâÿçíîñòè ïðèìûêàþùåé
ê ýòîé êëåòêå ãðàíèöû, ò.å. íå èçìåíÿåò ÷èñëà îäíîñâÿçíûõ êóñêîâ åå
ãðàíèöû.

Ìíîæåñòâî âñåõ m�ìåðíûõ êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
ïîâåðõíîñòü Ωm, ïîðîæäàåò ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó Πm(Ωm), îáðàçî-
âàííóþ ôîðìàëüíûìè ñóììàìè

∑

K ziπm
i , ãäå zi ∈ Z, K ⊆ N. Ñóììó,

ñîñòàâëåííóþ èç±1�îðèåíòèðîâàííûõ êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïîâåðõ-
íîñòè Ωm, ãðàíè ïåðåñå÷åíèÿ ñîñåäíèõ êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ êîòîðîé
èìåþò â íèõ ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ, ìû íàçîâåì îðèåíòèðîâàí-
íîé êëåòî÷íîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïîâåðõíîñòü Ωm, êîòîðàÿ äîïóñêàåò îðèåí-
òèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ. Çà-
ìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïðè ëþáîì ãîìåîìîðôíîì ïðèñîåäèíåíèè èëè èçú-
ÿòèè êëåòêè-ïàðàëëåëåïèïåäà ãðàíü ñîåäèíåíèÿ ïðèìûêàþùèõ êëåòîê
âñåãäà èìååò â íèõ ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ñîâìåñòèòü ïðèìûêàþùèå êëåòêè ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ñäâèãîì, òî
ãðàíü ïðèìûêàíèÿ îòîáðàçèòñÿ â äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè, èìåþùèå
ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî îðèåíòàöèÿ ãîìåîìîðô-
íî ïðèñîåäèíÿåìîé (èçûìàåìîé) êëåòêè ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé ñî-
ñåäíèõ êëåòîê, è ïîýòîìó ìû ïîëó÷èì

3.2 Ïðåäëîæåíèå. Îðèåíòèðóåìîñòü ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èí-
âàðèàíòîì ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäîâ Ωm

Êðîìå òîãî, âñÿêàÿ êëåòî÷íàÿ ïîâåðõíîñòü Ωm ïîðîæäàåò ñâîáîäíóþ
àáåëåâó ãðóïïó Πm−1(Ωm), îáðàçîâàííóþ ôîðìàëüíûìè ñóììàìè ãðà-
íåé åå êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ãðóïïó Πm−1(Ωm) ìû íàçûâàåì ãðóï-
ïîé ãðàíåé ïîâåðõíîñòè. Ãðóïïà ãðàíåé îäíîé êëåòêè-ïàðàëëåëåïèïåäà
Πm−1(πm) ñîñòîèò èç ôîðìàëüíûõ ñóìì

∑

2m ziπm−1
i à îòîáðàæåíèå

γ : πm → Πm−1(πm) :
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πm →
∑

m

sgn /(1, . . . , m)ĵ/ · πm−1
∗j −

∑

m

sgn /(1, . . . , m)ĵ/ · πm−1
j∗

èíäóöèðóåò ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ àáåëåâûõ ãðóïï

δ : Πm(Ωm) → Πm−1(Ωm) :
∑

K

ziπm
i →

∑

K

ziγ(πm
i ).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
γγ(πm) = 0, ïðèìåíÿÿ êîòîðîå ïîêîìïîíåíòíî, ïîëó÷èì äðóãîå òîæäå-
ñòâî δδ(Ωm) = 0, îïðåäåëÿþùåå ãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå è öåïíîé êîì-
ïëåêñ {Πm−1(Ωm), δ}.

Ïîëîæèì

Zm−1(Ωm) := Ker{δ : Πm−1(Ωm) → Πm−2(Ωm)} ⊂ Πm−1(Ωm)

è íàçîâåì Zm−1(Ωm) ãðóïïîé öèêëîâ. Ïîëîæèì òàêæå

Bm−1(Ωm) := Im{δ : Πm(Ωm) → Πm−1(Ωm)} ⊂ Πm−1(Ωm)

è íàçîâåì Bm−1(Ωm) ãðóïïîé ãðàíèö. Òàê êàê δδ = 0, òî Bm−1(Ωm) ⊂
Zm−1(Ωm). Ôàêòîðãðóïïó

Hm−1(Ωm) := Zm−1(Ωm)/Bm−1(Ωm)

íàçîâåì (m − 1)-ìåðíîé ãðóïïîé ãîìîëîãèé. Òîãäà, ïîñêîëüêó ãîìåî-
ìîðôíîå ïðèñîåäèíåíèå èëè èçúÿòèå êëåòêè-ïàðàëëåëåïèïåäà äîáàâëÿåò
â ãðóïïó ãðàíåé èëè óäàëÿåò èç íåå ýëåìåíòàðíûé öèêë, êîòîðûé ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàíèöåé, òî ìû èìååì

3.3 Ïðåäëîæåíèå. Ãðóïïà (m− 1)-ìåðíûõ ãîìîëîãèé ÿâëÿåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì êëåòî÷íîé ïîâåðõíîñòè Ωm

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïè-
ïåäà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü åñòåñòâåííûé ïåðåõîä ê ïîñòðîåíèþ ñòàíäàðòíîé
òåîðèè ãîìîëîãèé. Îäíàêî óæå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî
êîíöåïöèÿ ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ óñïåõîì ìîæåò ðàáîòàòü è â
íåñòàíäàðòíîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñàì èçìåðåíèÿ, ñâÿçàííûì ñ ïîâåðõíîñòÿ-
ìè. Ïîñêîëüêó âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, íà êîòîðûå íàòÿãèâàåò-
ñÿ ïàðàëëåëåïèïåä, çàäàåò îòîáðàæåíèå π̄m : πm → ∧m(L), èíäóöèðó-
þùåå ýêâèâàëåíòíîñòü ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà {πm}, òî ïðîñòðâíñòâî
∧m(L) è ∧m(L∗) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ýêâèâàëåíò-
íûõ ïðèáîðîâ è âîçäåéñòâèé íà íèõ ñîîòâåòñòâåííî. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû
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ïîëàãàåì, ÷òî ñâåðòêà 〈x̄, ỹ〉, ãäå x̄ ∈ ∧m(L), ỹ ∈ ∧m(L∗), åñòü ðåçóëü-
òàò èçìåðåíèÿ âîçäåéñòâèÿ ỹ íà ïðèáîð x̄. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêîé êîí-
öåïöèåé, âñÿêîé ïîâåðõíîñòè Ωm è ïîëþ äèôôåðåíöèàëüíûõ m�ôîðì
a(x) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñóììó ñâåðòîê

∑

K〈a(x0
i ), π̄

m
i 〉, êîòîðóþ ñëåäó-

åò ïîíèìàòü êàê ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ íà ïîâåðõíîñòü, ñîñòàâëåííóþ
èç K ïðèáîðîâ�ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü Ωm

ñîñòàâëåíà èç ïðåäåëüíî ìàëûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ∆πm, ìû íàçîâåì åå
èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ à ñóììó ñâåðòîê îáîçíà÷èì ñèìâîëîì èíòå-
ãðàëà

∫

Ωm〈a(x), ∆π̄m〉. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî äëÿ êàíîíè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè, âñå ïàðàëëåëåïèïåäû êîòîðîé ïîñòðîåíû íà âåêòîðàõ, êîëèíåàð-
íûõ áàçèñíûì, ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå

∫

Ωm a(x)dxJ . Ïîñêîëêó îáùèå ãðàíè
ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè ïîðîæäàþùèìè ãðà-
íÿìè â ñîñåäíèõ ïàðàëëåëåïèïåäàõ, òî ïðèìåíèâ ðàçëîæåíèå

〈da(x), ∆π̄m〉 =
∑

m

〈a(x + ∆xj), ∆π̄m−1
j∗ 〉 −

∑

m

〈a(x), ∆π̄m−1
∗j 〉

êî âñåì ïðåäåëüíî ìàëûì ïàðàëëåëåïèïåäàì èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè,
ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó Ñòîêñà

∫

Ωm
〈da(x), ∆π̄m〉 =

∫

δΩm
〈a(x), ∆π̄m−1〉.

Åñëè îòîáðàæåíèå π̄m èíäóöèðîâàíî âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî
ñ îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ Ωm ìîæíî ñâÿçàòü âåêòîðíûé îáúåì
Vol(Ωm) :=

∑

K π̄m
i . Íàêîíåö, ñî âñÿêîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ,

çàäàííîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëîæèòåëüíîé ñèãíàòóðû, ìîæ-
íî ñâÿçàòü ëèíåéíûé îáúåì

∫

Ωm

√

|∆π̄m ·∆π̄m|, êîòîðûé â íàáëþäàåìîì
ïðîñòðàíñòâå àññîöèðóåòñÿ ñ äëèíîé, ïëîøàäüþ è ñîáñòâåííî îáúåìîì.

4 Îðèåíòèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ
Ïðåæäå âñåãî äàäèì ðÿä îïðåäåëåíèé. Ïóñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
áåç ïåòåëü òàê âëîæåí â ïðîñòðàíñòâî Rn+1, ÷òî â êàæäîé èç âåðøèí
ñîáðàí ïó÷åê èç n êðèâîëèíåéíûõ ðåáåð, ïðè ýòîì âñå ðåáðà ðàçáèòû
íà n êëàññîâ à â êàæäîé âåðøèíå âñòðå÷àåòñÿ ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ
êàæäîãî êëàññà, ïðè÷åì âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðà ê ðåáðàì â êàæäîé âåð-
øèíå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íàçîâåì òàêîé ãðàô (âìåñòå ñ åãî óêëàäêîé
â Rn+1) êàðêàñîì è íàòÿíåì íà íåãî ïîâåðõíîñòü ñ ãðàíèöåé, ò.å. îáðà-
çóåì êëåòî÷íóþ n-ïîâåðõíîñòü ñ êàðêàñîì â êà÷åñòâå îäíîìåðíîãî îñòî-
âà n-ìåðíîãî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà. Îïðåäåëèì æå ìû íàø n-ìåðíûé
êëåòî÷íûé êîìïëåêñ ïî èíäóêöèè: 1-ìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ çàäàí
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ñâîèì êàðêàñîì, 2-ìåðíûé êëåòî÷íûé êîìïëåêñ çàäàåòñÿ ãîìåîìîðôíû-
ìè ïàðàëëåëîãðàìó 2-ìåðíûìè êëåòêàìè ñ ãðàíèöàìè, ñîñòîÿùèìè èç
âñåâîçìîæíûõ ðåáåð äâóõ ðàçíûõ êëàññîâ, n-ìåðíûé êîìïëåêñ çàäàåòñÿ
ãîìåîìîðôíîé n-ìåðíîìó ïàðàëëåëåïèïåäó êëåòêîé ñ ãðàíèöåé, ñîñòî-
ÿùåé èç (n − 1)-ìåðíîãî êîìïëåêñà. Íàòÿíóòóþ íà êàðêàñ ïîâåðõíîñòü
áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïîâåðõíîñòüþ êàðêàñà. Òîãäà èìååò ìåñòî

4.1 Ëåììà. Ïîâåðõíîñòü êàðêàñà ãîìåîìîðôíà n�ìåðíîìó ñèìïëåêñó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ãðàô ó íàñ ñâÿçíûé, òî
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êàðêàñ ìîæíî ãîìåîìîðôíî ñòÿíóòü â òî÷êó. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ âåðøèíà ïîâåðõíîñòè êàðêàñà îäíîâðåìåííî ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðøèíîé ïðåäåëüíî ìàëîãî ýëåìåíòà ýòîé ïîâåðõíîñòè; ò.å., ãî-
ìåîìîðôíîãî òî÷êå n�ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòÿãèâàÿ êàð-
êàñ ê íåêîòîðîé âåðøèíå, ìîæíî ñîâìåñòèòü åãî ñ ýòèì ïðåäåëüíî ìàëûì
ñèìïëåêñîì.

Âëîæèì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâî Rn+1 ñâÿçêó îêðóæíîñòåé, öåëèêîì
ëåæàùóþ â n íå ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó ïëîñêîñòÿõ, ïðè÷åì âñå óçëû
ñâÿçêè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé à êàæäàÿ îêðóæíîñòü ñâÿçêè ïåðåñåêàåòñÿ
â äâóõ ñâîèõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ïó÷-
êîâ èç n îêðóæíîñòåé, ëåæàùèõ â n ïëîñêîñòÿõ. Íàçîâåì òàêóþ ñâÿçêó
îêðóæíîñòåé c�êàðêàñîì è âûäåëèì â íåì îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî îáû÷-
íûõ êàðêàñîâ ñ âåðøèíàìè â óçëàõ c�êàðêàñà è ñ ðåáðàìè, ñîñòîÿùèìè èç
ïîëóîêðóæíîñòåé c�êàðêàñà. Äëÿ ýòîãî ìû êàæäûé êëàññ îêðóæíîñòåé
c�êàðêàñà, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ïëîñêîñòè, ðàçäåëèì ïîñðåäñòâîì ïðÿ-
ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî óçëû, íà äâà êëàññà ïîëóîêðóæíîñòåé. Òîãäà,
âûáèðàÿ èç ïîëóîêðóæíîñòåé c�êàðêàñà ðåáðà â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäå-
ëåííûì âûáîðîì êëàññîâ ïîëóîêðóæíîñòåé, ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî èç 2n

ðàçëè÷íûõ êàðêàñîâ, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü s�êàðêàñàìè. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ñóììàðíóþ ïîâåðõíîñòü âñåõ s�êàðêàñîâ ìû íàçîâåì ïîâåðõíîñòüþ
c�êàðêàñà. Òîãäà èìååò ìåñòî

4.2 Ëåììà. Ïîâåðõíîñòü c�êàðêàñà ÿâëÿåòñÿ n�ìåðíûì êëåòî÷íûì
çàìêíóòûì îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïîâåðõíîñòü c�êàðêàñà åñòü
çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñÿêàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ïî-
âåðõíîñòè ïðîèçâîëüíîãî s�êàðêàñà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ÷àñòüþ ãðà-
íèöû ïîâåðõíîñòè äðóãîãî s�êàðêàñà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîâåðõíîñòåé
äâóõ s�êàðêàñîâ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî îäíèì êëàññîì ïîëóîêðóæíî-
ñòåé, ÷àñòü ãðàíèöû, ïîëó÷åííàÿ èñêëþ÷åíèåì ýòîãî êëàññà ïîëóîêðóæ-
íîñòåé, ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé ãðàíèöåé. Òåì ñàìûì, ïîâåðõíîñòü c�êàðêàñà
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ñêëååíà èç ïîâåðõíîñòåé s�êàðêàñîâ (ãîìåîìîðôíûõ øàðó) ïî èõ ãðàíè-
öàì, íî ñàìà íå èìååò ãðàíèöû. Îðèåíòèðóåìîñòü íàøåãî ìíîãîîáðàçèÿ
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îáùàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ïîâåðõíîñòåé äâóõ s�êàðêàñîâ
èìååò â íèõ ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì êëàññîì ïîëóîêðóæíîñòåé, îòëè÷àþùèì ïîâåðõíîñòè äâóõ ãðà-
íè÷àùèõ äðóã ñ äðóãîì s�êàðêàñîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè c�êàðêàñîâ. Åñëè ìû
îáðàòèìñÿ ê íàøåìó îïðåäåëåíèþ c�êàðêàñîâ, òî óâèäèì, ÷òî êëàññè-
ôèêàöèÿ c�êàðêàñîâ ýêâèâàëåíòíà êëàññèôèêàöèè íåîðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ áåç ïåòåëü, ó êîòîðûõ âñå ðåáðà ðàçáòèû íà n êëàññîâ à êàæ-
äîé âåðøèíå èíöåíäåíòíû n ñìåæíûõ ðåáåð, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì
êëàññàì. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðå-
áðàìè îäíîãî êëàññà è îêðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè, à
òàêæå ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà è óçëàìè c�êàðêàñà. Äàëåå ìû ñôîð-
ìèðóåì ýëåìåíòàðíûé c�êàðêàñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîñòåéøåìó ãðàôó.
Äëÿ ýòîãî, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçëîæèì n â ñóììó n1 + · · ·+nm = n,
ãäå 1 ≤ m ≤ n, è ïîñòðîèì 2m�âåðøèííûé ãðàô, èçîìîðôíûé m�
ïàðàëëåëåïèïåäó ñ ðåáðàìè êðàòíîñòè ni, ò. å. òàêîé ãðàô, âåðøèíû
êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè m�ïàðàëëåëåïèïåäà à âñÿêèå ni åãî
êðàòíûõ ðåáåð ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó ðåáðó ïàðàëëåëåïèïåäà èç ñîîò-
âåòñòâóþùåãî êëàññà åãî ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð. Òîãäà, ïîñêîëüêó ó m�
ïàðàëëåëåïèïåäà m2m−1 ðåáåð, òî ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè ìû ïîëó÷èì
n2m−1 ðåáåð ãðàôà èëè n2m−1 îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùåãî c�êàðêàñà.
Ýëåìåíòàðíûé c�êàðêàñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçëîæåíèþ n1, . . . , nm ìû
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Sn1 × · · · × Snm è çàìåòèì, ÷òî èç äâóõ ïðîèç-
âîëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ c�êàðêàñîâ ìîæíî ñîñòàâèòü íîâûé c�êàðêàñ
Sn1×· · ·×Snm +Sn1×· · ·×Snl , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ãðàô, ïîëó÷åííûé
èç äâóõ ïðîñòåéøèõ ãðàôîâ ïóòåì ðàçðûâà ðåáåð â îäíîé ïðîèçâîëüíîé
âåðøèíå êàæäîãî èç íèõ è ïîñëåäóþùåãî ñîâìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåáåð äâóõ ýòèõ ãðàôîâ. Îäíàêî, åñëè l = 1, òî ìû ïîëó÷èì èñêëþ÷åíèå,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå Sn1 × · · · × Snm + Sn = Sn1 × · · · × Snm . Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ c�êàðêàñîâ, êîòîðàÿ ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ñ ýëåìåíòàðíûìè c�
êàðêàñàìè (êðîìå Sn) â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ è êàðêàñîì Sn â êà÷åñòâå
íóëåâîãî ýëåìåíòà.

Ñåé÷àñ ìû ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó îáðàòíîãî 4.2 óòâåðæäåíèÿ.

4.3 Òåîðåìà. Âñÿêîå n-ìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðà-
çèå, âëîæåííîå â Rn+1, ãîìåîìîðôíî ïîâåðõíîñòè íåêîòîðîãî c�êàðêàñà

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ïîñêîëü-

14



êó êëàññèôèêàöèÿ c�êàðêàñîâ ñîâïàäàåò ñ êëàññèôèêàöèåé äâóìåðíûõ
îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé. Â îáùåì ñëó÷àå, ââèäó îòñóò-
ñòâèÿ ïîëíîé êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé, íàì ñëåäóåò óñòàíîâèòü, ÷òî
ëþáîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, âëîæåííîå â Rn+1, îáëà-
äàåò êàðêàñîì, ãîìåîìîðôíûì íåêîòîðîìó c�êàðêàñó. Ïóñòü äàíî ìíî-
ãîîáðàçèå Mn è åãî êëåòî÷íîå ïîêðûòèå, îáðàçóþùåå êëåòî÷íóþ ïîâåðõ-
íîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ìíîãîîáðàçèÿ Mn, êîòîðàÿ ñîâ-
ïàäàåò ñ âåðøèíîé ïðîèçâîëüíîé êëåòêè ïîêðûòèÿ, è çàìåòèì, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ îáùåé âåðøèíîé äëÿ 2n êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ëåæàùèõ â
åå îêðåñòíîñòè, à ëþáîå ðåáðî, èíöåíäåíòíîå ýòîé âåðøèíå, ÿâëÿåòñÿ
îáùèì ðåáðîì äëÿ 2n−1 êëåòîê-ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Çàòåì, èñïîëüçóÿ 2n

öâåòîâ êðàñêè, ðàñêðàñèì ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàê, ÷òîáû êðàñêè
íå ïåðåìåøèâàëèñü à ïåðâûå ìàçêè êðàñêè ïîêðûëè áû êàæäóþ êëåòêó
îêðåñòíîñòè òî÷êè x ñâîèì öâåòîì. Èíà÷å ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ, èñïîëüçóÿ
2n êëåòîê â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äëÿ 2n êëåòî÷íûõ ïîâåðõíîñòåé, ãîìåî-
ìîðôíûì ïðèñîåäèíåíèåì íîâûõ êëåòîê ðàçáèòü âñå ïîêðûòèå ìíîãî-
îáðàçèÿ Mn íà 2n êëåòî÷íûõ ïîâåðõíîñòåé. Ðàñêðàñèâ òàêèì îáðàçîì
ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ Mn, ìû ïîëó÷èì íåêèé êàðêàñ. Äåéñòâèòåëüíî,
òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïîâåðõíîñòè âñåõ öâåòîâ,
áóäóò ñëóæèòü âåðøèíàìè, à ëèíèè ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðûõ ïåðåñåêà-
þòñÿ 2n−1 ïîâåðõíîñòåé ðàçëè÷íîãî öâåòà, áóäóò ñëóæèòü ðåáðàìè íà-
øåãî êàðêàñà. Íî ïîñêîëüêó èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå áûëî îðèåíòèðóå-
ìûì, òî ïîëó÷åííûé êàðêàñ äîïóñêàåò ñîãëàñîâàííóþ îðèåíòàöèþ ðåáåð
â êàæäîé âåðøèíå. Ñëåäîâàòåëüíî âñÿêóþ ïàðó ïðîòèâîïîëîæíûõ ðå-
áåð ýòîãî êàðêàñà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû, ìîæíî ñîïîñòàâèòü
îêðóæíîñòè íåêîòîðîãî c�êàðêàñà. Òåì ñàìûì, ïðîáëåìà ïîëíîé êëàññè-
ôèêàöèè çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ n-ìíîãîîáðàçèé, âëîæåííûõ â Rn+1,
íàõîäèò ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êëàññèôèêàöèè c�êàðêàñîâ.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå c�êàðêàñ òèïà Sn,
ãîìåîìîðôíî ñôåðå Sn, à ìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå c�êàðêàñ, ïðåäñòàâëåí-
íûé ñóììîé äâóõ ýëåìåíòàðíûõ c�êàðêàñîâ, îáðàçóåòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ ïîìîùüþ âûðåçàíèÿ â êàæäîì èç íèõ ïî êëåòêå è ñêëå-
èâàíèÿ èõ ïî ãðàíèöå êëåòêè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå.

4.1 Ïðåäëîæåíèå. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà çàìêíóòîãî îðèåíòèðóå-
ìîãî ìíîãîîáðàçèÿ òðèâèàëüíà, åñëè âî âñåõ åãî îáðàçóþùèõ ýëåìåíòàð-
íûõ êàðêàñàõ òèïà Sn1×· · ·×Snm íå âñòðå÷àåòñÿ íè îäíîé êîìïîíåíòû
S1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ èñõîäíîå ìíî-
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ãîîáðàçèå ìîæíî ñêëåèòü èç ýëåìåíòàðíûõ ìíîãîîáðàçèé, êàæäîå èç êî-
òîðûõ ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ïîäìíîãîîáðàçèé, ãîìåîìîðô-
íûõ íåêîòîðûì ñôåðàì Sk, ãäå êàæäîå k > 1. Íî ïîñêîëüêó ôóíäàìåíí-
òàëüíàÿ ãðóïïà ïðîèçâåäåíèÿ òàêèõ ñôåð òðèâèàëüíà à êàæäàÿ ãðàíèöà
ñêëåéêè ãîìåîìîðôíà ñôåðå Sn−1, êîòîðàÿ â ñëó÷àå n > 2 èìååò òðèâè-
àëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Èç ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ è èç òîãî, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ çàìêíó-
òûõ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé â ðàçìåðíîñòè òðè ñâîäèòñÿ ê êëàñ-
ñèôèêàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êàðêàñîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñîñòàâëåíû
èç êàðêàñîâ òèïà S1 × S1 × S1 è S1 × S2, ãäå îáÿçàòåëüíî âñòðå÷àåòñÿ
êîìïîíåíòà S1, ëèáî ýòî åñòü êàðêàñ òèïà S3, ñëåäóåò, ÷òî çàìêíóòûå
îðèåíòèðóåìûå 3-ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùèå òðèâèàëüíóþ ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ãðóïïó, ãîìåîìîðôíû 3-ìåðíîé ñôåðå. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ
ãèïîòåçà Ïóàíêàðå, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â êëàññå âëîæåííûõ ìíîãîîáðà-
çèé, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ îðèåíòè-
ðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ïîñðåäñòâîì êëàññèôèêàöèè èõ êàðêàñîâ.

A Ìèíèìàëüíûå ïîòîêè è ïîâåðõíîñòè
Âåêòîðíûå ïîëÿ è ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, çàäàííûå â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, îñíîâàòåëüíî îïèñàíû â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå [4] [5], [6], [7],
ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü òîãî, ÷òî íåïîñðåäñòâåí-
íî âûòåêàåò èç íàøåé àëãåáðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ëèáî ïîñìîòðèì íà
èçâåñòíûå ôàêòû íåìíîãî ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ãëàä-
êîå êîâåêòîðíîå ïîëå, ò. å. ïîëå äèôôåðåíöèàëüíîé 1�ôîðìû a(x) =
∑

n aj(x)dxj. Òîãäà ìû èìååì òàêæå ñîïðÿæåííîå ê a(x) âåêòîðíîå ïî-
ëå a∗(x) è äóàëüíóþ ê a(x) äèôôåðåíöèàëüíóþ (n-1)�ôîðìó ?a(x) =
sgn J

∑

n aj(x)dxJ , ãäå J := /I, ĵ/. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû a(x) è
?a(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì íåêîé èäåàëüíîé æèä-
êîñòè, èçìåðÿåìûì 1�ìåðíûìè è (n-1)�ìåðíûìè ïðèáîðàìè (ïîëèâåêòî-
ðàìè) â ðåçóëüòàòå èõ ñâîðà÷èâàíèÿ ñ a(x) è ?a(x) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
â êà÷åñòâå ïðèáîðîâ äëÿ èçìåðåíèÿ ïîòîêà èñïîëüçóþòñÿ 1�ìåðíûå èëè
(n-1)�ìåðíûå èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè, òî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ìû
ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå ñóììû

∫

Ω1〈a(x), dx〉 è
∫

Ωn−1〈?a(x), dxn−1〉 ñîîòâåò-
ñòâåííî, ãäå dx := ∆π̄1 è dxn−1 := ∆π̄n−1. Ïðèìåíåíèå ïðåäåëüíî ìàëûõ
ïîâåðõíîñòåé áåç ãðàíèö äàåò íàì âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ëîêàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà. Äåéñòâèòåëüíî, îòñóòñòâèå ëîêàëüíîãî âðàùå-
íèÿ ïîòîêà

∮

〈a(x), dx1〉 = 0 îáåñïå÷åíî äèôôåðåíöèàëüíûì óñëîâèåì
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da(x) = 0, à îòñóòñòâèå ñòîêîâ è èñòîêîâ
∮

〈?a(x), dxn−1〉 = 0 îáåñïå÷åíî
óñëîâèåì d ? a(x) = 0.

Êðèòåðèè çàìêíóòîñòè ïîòîêà ìû äîïîëíèì êðèòåðèÿìè åãî óñòîé÷è-
âîñòè. Òàê, ëàìèíàðíîå òå÷åíèå ïîòîêà, õàðàêòåðèçóåìîå åãî ñëîåíèåì,
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óñëîâèþ ãîëîíîìíîñòè a(x)∧da(x) =
0. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî âñÿêàÿ òî÷íàÿ 1�ôîðìà a(x) = dϕ(x) ãîëîíîìíà
à åå ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (ñëîåíèå) çàäàíî ïîâåðõíîñòÿ-
ìè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ(x). Â ñâîþ î÷åðåäü, âñÿêîå ãîëîíîìíîå êîâåêòîð-
íîå ïîëå a(x) êîëëèíåàðíî íåêîòîðîìó ïîòåíöèàëüíîìó êîâåêòîðíîìó
ïîëþ dϕ(x), ò.å. a(x) = k(x)dϕ(x), ãäå k(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåîáðàùàþ-
ùàÿñÿ â íóëü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, da(x) = d[k(x)dϕ(x)] =
dk(x) ∧ dϕ(x), è ïîýòîìó a(x) ∧ da(x) = k(x)dϕ(x) ∧ dk(x) ∧ dϕ(x) = 0.
Îáðàòíî, åñëè óðàâíåíèå a(x) = 0 âïîëíå èíòåãðèðóåìî, òî åãî èíòå-
ãðàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì, ò.å. ñëîåíèþ, âñåãäà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ(x), à ñëåäîâàòåëüíî
a(x) êîëëèíåàðíî dϕ(x).

Ðàâíîâåñíîå òå÷åíèå ëàìèíàðíîãî ïîòîêà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâó-
þùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óñëîâèþ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî
ïîëÿ a(x) = dϕ(x) ýòî áóäåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ∆ϕ(x) = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíà ∆ϕ(x) = d?dϕ(x) õàðàêòåðèçóåò ðàçíîñòü äàâ-
ëåíèé ïîòîêà íà ïðåäåëüíî ìàëûå ýëåìåíòû ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ, ïîëó-
÷åííûå ãðàäèåíòíûì ïåðåíîñîì â ïðåäåëüíî ìàëîì ýëåìåíòå îáúåìà, à
èìåííî,

∫

∆V
〈d ? dϕ(x), dxn〉 =

∫

∆Φ2

〈?dϕ(x), dxn−1〉 −
∫

∆Φ1

〈?dϕ(x), dxn−1〉,

ãäå ó÷òåíî îòñóòñòâèå äàâëåíèÿ íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ïðåäåëüíî ìà-
ëîãî ýëåìåíòà îáúåìà ∆V , îáðàçîâàííîãî çàìåòàíèåì ïðåäåëüíî ìàëîé
ïëîùàäêè ∆Φ1 ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ϕ(x) = c íà ïëîùàäêó ∆Φ2 ïîâåðõíî-
ñòè óðîâíÿ ϕ(x) = c + h ïðè åå ïåðåíîñå ãðàäèåíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì.
Ñëåäîâàòåëüíî ãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè óðîâíÿ îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå
ðàçíîñòè äàâëåíèé, ò. å. ðàâíîâåñèå (óñòîé÷èâîñòü) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-
òîêà. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà a(x) = k(x)dϕ(x), àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
ïîçâîëÿþò â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàâíîâåñíîñòè ïîòîêà ïîëó÷èòü äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå d ? k(x)dϕ(x) = k(x)∆ϕ(x) + (∇k(x),∇ϕ(x)) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé ïîçâîëèò
íàì ïîëó÷èòü ëîêàëüíî óñòîé÷èâûå (ìèíèìàëüíûå) ïîòîêè. Â êà÷åñòâå
ôóíêöèîíàëà óñòîé÷èâîñòè ïîòîêà ìû âîçüìåì çíà÷åíèå êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà

∫

〈a(x), dx〉, îïðåäåëåííîãî íà êîíå÷íîì îòðåçêå ïðÿìîé îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ëîêàëüíûé êðèòåðèé óñòîé÷è-
âîñòè ïîòîêà, òî ñëåäóåò âçÿòü ïðåäåëüíî ìàëûé îòðåçîê ∆x è ðåøèòü
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âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå

Loc.var
∫

〈a(x), dx〉 = δ
∫ x+∆x

x
〈a(x), dx〉 = δ〈a(x + ∆x)− a(x), ∆x〉 = 0.

Òåì ñàìûì, èíòåãðàëüíàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âàðèàöèîí-
íîé çàäà÷å íà ìèíèìóì ïðèðàùåíèÿ ñâåðòêè. Ïóñòü ñíà÷àëà âåêòîð ∆x
êîëëèíåàðåí âåêòîðó a∗(x). Òîãäà óðàâíåíèå δ〈a(x + ∆x) − a(x), ∆x〉 =
±(|a(x + ∆x)| − |a(x)|)|∆x| = 0 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè |a(x + ∆x)| = |a(x)|,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ âàðèàöèîííî-
ãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿíñòâî ìîäóëÿ êîâåêòîðíîãî ïîëÿ a(x).
Çàòåì ïóñòü âåêòîð ∆x îðòîãîíàëåí âåêòîðó a∗(x). Òîãäà óðàâíåíèå
δ〈a(x+∆x)−a(x), ∆x〉 = δ〈a(x+∆x), ∆x〉 = 0 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè êîâåêòîð
a(x + ∆x) ïàðàëëåëåí êîâåêòîðó a(x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíîñòü
ïîëÿ a(x). Òåïåðü ïóñòü âåêòîð ∆x èìååò îáùåå ïîëîæåíèå à êîâåêòîð-
íîå ïîëå a(x) åäèíè÷íî è ãîëîíîìíî, ò.å. a(x) = k(x)dϕ(x), ãäå k(x) =
|∇ϕ(x)|−1. Òîãäà, ïîñêîëüêó a(x + ∆x) = a(x) +

∑

n〈∇aj(x), ∆x〉dxj =
a(x) + ∇∆xa(x), òî ïðèðàùåíèå ñâåðòêè ðàâíî çíà÷åíèþ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû 〈a(x + ∆x) − a(x), ∆x〉 = 〈∇∆xa(x), ∆x〉 = (H∆x, ∆x), ãäå îïå-
ðàòîð H â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè çàäàåòñÿ íåäèàãîíàëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè k(x) ∂2ϕ(x)

∂xi∂xj
+

(

∂k(x)
∂xi

∂ϕ(x)
∂xj

+ ∂k(x)
∂xj

∂ϕ(x)
∂xi

)

è äèàãîíàëüíûìè ýëåìåí-

òàìè k(x)∂2ϕ(x)
∂x2

i
+

(

∂k(x)
∂xi

∂ϕ(x)
∂xi

)

. Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå
δ(H∆x, ∆x) = 0 ñâîäèò íàøó çàäà÷ó ê ïîèñêó ìèíèìàëüíîãî ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì [9], ÷òî âñÿêèé ñàìîñî-
ïðÿæåííûé îïåðàòîð C ñ òî÷íîñòüþ äî îòðàæåíèé ìîæåò áûòü ðàçëî-
æåí íà îïåðàòîð A ñ íóëåâûì ñëåäîì è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé
îïåðàòîð B, ò. å. C = ±(A + B). Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè
ìàòðèöó îïåðàòîðà C ê äèàãîíàëüíîìó âèäó è ðàçëîæèòü åå äèàãîíàëü-
íûå ýëåìåíòû. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (Ax, x) < ((A + B)x, x), ñëåäîâàòåëüíî ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð ñ íóëåâûì ñëåäîì áóäåò ìèíèìàëüíûì îïåðàòîðîì è ðåøåíèå
tr H = k(x)∆ϕ(x) + (∇k(x),∇ϕ(x)) = 0, ãäå k(x) = |∇ϕ(x)|−1, ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé ýêñòðåìàëüíîñòè
ôóíêöèîíàëà óñòîé÷èâîñòè ïîòîêà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òàêîå æå ðåøå-
íèå èìååò âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à íà ýêñòðåìóì èíòåãðàëà

∫

〈?a(x), dxn−1〉,
îïðåäåëåííîãî íà êîíå÷íîé ïëîùàäêå ïðîèçâîëüíîé (n-1)�ïëîñêîñòè îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå

Loc.var
∫

〈?a(x), dxn−1〉 = δ〈?a(x + ∆x)− ?a(x), ?∆x〉 = 0
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íå ìåíÿåò ïîñòàíîâêè âàðèàöèîííîé çàäà÷è, òàê êàê ñâåðòêà âåêòîðà ñ
êîâåêòîðîì ðàâíà ñâåðòêå èõ äóàëèçàöèé.

Ïóñòü òåïåðü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëîæèòåëüíîé ñèãíàòóðû,
ãäå ìû íå äåëàåì îòëè÷èÿ âåêòîðîâ îò êîâåêòîðîâ, äàíî ïîëå òî÷íîé 1�
ôîðìû dϕ(x). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíîå îò íåãî åäèíè÷íîå ãîëîíîìíîå
ïîëå n(x) = k(x)dϕ(x), ãäå k(x) = 1/|dϕ(x)|, è âû÷èñëèì ïëîùàäü S
ïîâåðõíîñòè Φn−1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ(x). Ïîêàæåì, ÷òî

S(Φn−1) =
∫

Φn−1
(?n(x), dxn−1).

Äåéñòâèòåëüíî, åäèíè÷íûé âåêòîð n(x) îðòîãîíàëåí ê ïëîñêîñòè, êàñà-
òåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè ϕ(x) â òî÷êå x à åäèíè÷íûé ïî-
ëèâåêòîð ?n(x) êîëëèíåàðåí ïðåäåëüíî ìàëîìó ïîëèâåêòîðó ∆π̄n−1(x),
è ïîýòîìó ïëîùàäü ïîñëåäíåãî ðàâíà èõ ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
(?n(x), ∆π̄n−1(x)), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

S(Φn−1) =
∑

Φn−1

S(∆πn−1) =
∫

Φn−1
(?n(x), dxn−1).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
∫

∆V
〈d ? n(x), dxn〉 = S(∆Φ2)− S(∆Φ1),

ãäå ïëîùàäêà ∆Φ2 îáðàçîâàíà îðòîãîíàëüíûì ïåðåíîñîì ïëîùàäêè ∆Φ1

íà ïðåäåëüíî ìàëîå ðàññòîÿíèå ñ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ Φ1 íà ïîâåðõíîñòü
óðîâíÿ Φ2, à ñëåäîâàòåëüíî

lim
∆V→0

S(∆Φ2)− S(∆Φ1)
∆V

= d ? n(x).

Âìåñòå ñ òåì, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî
óðàâíåíèÿ

Loc.var
∫

Φn−1
(?n(x), dxn−1) = 0

ïðèâîäèò ê òîìó æå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ìèíèìàëüíîñòè
d ? n(x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ïàðàìåòðèçîâàí-
íûå ïîâåðõíîñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñ íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíîé
è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ ìèíèìàëü-
íîñòè, ýêâèâàëåíòíû. Âïðî÷åì, ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóåò òàêæå èç òî-
ãî õîðîøî èçâåñòíîãî ôàêòà, ÷òî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ,
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çàäàííîé â n�ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå H(x) = −( 1

n)d ? ( dϕ(x)
|∇ϕ(x)|). Êðîìå òîãî, â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ìû

ïîëó÷èëè äóàëüíîñòü òàêèõ ïîíÿòèé êàê ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè è
ìèíèìàëüíûå (ìàêñèìàëüíî óñòîé÷èâûå) ïîòîêè.
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